Integracién doble

introduccidén

La integral de una funcién de dos variables f : D ¢ R? — R,
llamada integral doble, es una generalizacién del concepto de
integral de Riemann en una variable y se denota por:

/D f(z,y)dA



Integracién doble

I—Integral doble sobre rectangulos.

Comenzamos recordando la definicién de integral de una funcién
real de variable real que nos servird para dar una definicién rigurosa
de la integral doble.

e Sea f: [a,b] — R una funcién real acotada sobre el intervalo
[a,b] .

e Dividimos el intervalo [a,b] en n € N subintervalos
ro=a<x1<...<xHy=0"0

e En cada subintervalo [z;_1, ;] elegimos un punto ¢;

e calculamos el drea del rectangulo de base (z; — z;—1) y altura
flei):
A; = f(Ci) (Ii - %;1)
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definicion

Si existe el limite

n

Jim > | fes) (@igr — 2)
=1

entonces se dice que f es integrable sobre [a, b] y

n

b
/ f= nh_{goz f(e) (i — i)

=1
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Generalizamos la idea para el caso de funciones de dos variables
definidas y acotadas sobre rectdngulos R = [a,b] x [c, d].

Pasos ‘

Calculamos el volumen del

tetraedro de base ’
; R

altura f(P;;), /
b

y

x — 77
Py e, Ax;
Ay;
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Definiciones

Sea f una funcién acotada sobre R = [a,b] X [c,d]. Si existe el
limite,

n m
2. * * -
n,rlrlLILloo Z Z f(xija yij) AA’L])
i=1 j=1
entonces f es integrable sobre R y se define la integral doble de f
sobre R como
n m

//R f(z,y) dz dy = ml;}gooz > flak,yi) Ady.

i=1 j=1
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Propiedades

Proposicion

Sea f una funcién definida sobre el rectdngulo R = [a, b] x [c, d].

e Si f es continua en R, entonces f es integrable en R

Si f es integrable

. //R f(2y) do dy

representa el volumen del
sélido entre la grafica de
f(z,y) y la regién D en el
plano xy, si f(z,y) > 0.

e Si f(z,y) <0, representa
el volumen negativo
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Ejemplo

AT e

Volumen del sélido bajo la
funcién continua
f(x,y) =8 — 2y y por encima
del rectdngulo R = [0, 3] x [0, 4]




Integracién doble
I—Intt-_\gl'al doble sobre rectangulos.
L Propiedades

e Si f =1, entonces // flz,y)dxdy = Area R
R

e Si f y g son integrables sobre R, entonces Va,b € R se

cumple // [af + bg] dxdy = a// fd:ndy—i—b// gdz dy
R R R
e Si fy g son integrables sobre Ry f(z,y) > g(z,y) para todo

(x,y) € R?, entonces // fdxdy > // gdz dy
R R

e Si f y g son integrables sobre R, entonces fg es integrable.

Pero // ]‘gd.qu#// fdxdy // gdx dy
JJR JJR JJR
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Nosotros nos limitaremos a estudiar las integrales dobles para
funciones continuas que, como hemos visto, son siempre
integrables sobre R. Nuestro objetivo es encontrar un método que
nos ayude a evaluar las integrales sin tener que recurrir a las sumas
de Riemann. Las integrales iteradas:

[ ([ swnac) ay
[ ([ i) a

son muy tiles a la hora de calcular el valor de una integral doble.
El siguiente teorema, teorema de Fubini, relaciona las integrales
dobles con las integrales iteradas.
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Teorema

Teorema de Fubini para un rectangulo. Sea f(x,y) una funcion
continua sobre un rectangulo R : a < x <b, c <y < d. Entonces

se puede calcular la integral doble / / f(x,y)dx dy por

R
integracion iterada en cualquier orden, es decir:

//R f(x,y)d:cdyZ/yic (/b: f(x,y)dx) dy —
/xb_a (/: f(z,9) dy) dz.
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Ejercicios

[ Jg (@ +y)?dzdy = In(4/3) [ Jg wydedy = 63/16



