
  



Topología de Rn

1. La distancia euclídea

Del mismo modo como el valor absoluto permite medir distancias en R, podemos utilizar la
norma euclídea para medir distancias en Rn. Esta distancia es conocida y utilizada en R2 y R3.
Comenzaremos recordando algunas definiciones:

(1) Sean x , y ∈ Rn. Definimos el producto escalar euclídeo 〈 〉 : Rn ×Rn −→ R por

〈x , y〉=
n
∑

i=1

x i yi

(2) El producto escalar induce una norma ∥ ∥ : Rn→ R+ por

∥x∥= 〈x , x〉
1
2

(3) Finalmente, a partir de esa norma, podemos definir fácilmente una distancia d : Rn×Rn→
R+ del siguiente modo:

d(x , y) = ∥x − y∥

Observación 1.1. El producto escalar cumple las siguientes propiedades:
1) Para cada x ∈ Rn, 〈x , x〉 ≥ 0 y 〈x , x〉= 0 si y solo si x = 0.
2) Para cada x , y ∈ Rn, 〈x , y〉= 〈y , x〉
3) Para cada x , y , z ∈ Rn, 〈x + z, y〉= 〈x , y〉+ 〈z, y〉
4) Para cada x ∈ Rn y cada k ∈ R se tiene que 〈kx , y〉= k〈x , y〉

Con las definiciones que hemos dado se cumple, además, la importante desigualdad de Cauchy-
Buniakovski-Schwarz:

Proposición 1.1. Sean x , y ∈ Rn entonces

|〈x , y〉| ≤ 〈x , x〉
1
2 〈y , y〉

1
2

Demostración. Si x = 0 o y = 0 obviamente se da la igualdad. Supongamos entonces que x ̸=
0 ̸= y y consideremos x +λy . Entonces

0≤ 〈x +λy , x +λy〉= ∥x∥2 + 2λ〈x , y〉+λ2∥y∥2

por tanto
−2λ〈x , y〉 ≤ ∥x∥2 +λ2∥y∥2
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Tomando ahora λ=
∥x∥
∥y∥

(puede hacerse porque estábamos suponiendo y ̸= 0) resulta

−2
∥x∥
∥y∥
〈x , y〉 ≤ ∥x∥2 +

∥x∥2

∥y∥2
∥y∥2

−2
∥x∥
∥y∥
〈x , y〉 ≤ ∥x∥2 + ∥x∥2

−2
∥x∥
∥y∥
〈x , y〉 ≤ 2∥x∥2

−2
∥x∥
∥y∥
〈x , y〉 ≤ 2∥x∥2

−2∥x∥〈x , y〉 ≤ 2∥x∥2∥y∥
−〈x , y〉 ≤ ∥x∥∥y∥

Repitiendo los mismos razonamientos pero tomando ahora λ= −
∥x∥
∥y∥

llegamos a

〈x , y〉 ≤ ∥x∥∥y∥

Teniendo en cuenta este resultado y el que está dos líneas más arriba, concluimos finalmente que

|〈x , y〉| ≤ ∥x∥∥y∥

■

Observación 1.2.

Por orden, de izquierda a derecha, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), Víktor Yákovlevich Bu-
niakovski (1804-1889) y Hermann Amandus Schwarz (1843-1921). Los tres “redescubrieron” la
misma identidad. En numerosos textos no aparece mencionado el nombre de V. Buniakovski.

Observación 1.3. La norma euclídea que hemos definido anteriormente cumple las propiedades
siguientes:
1.-∀x ∈ Rn, ∥x∥ ≥ 0 y ∥x∥= 0⇔ x = 0
2.- ∀x ∈ Rn, ∀λ ∈ R, ∥λx∥= |λ|∥x∥
3.- ∀x , y ∈ Rn, ∥x + y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥
La tercera propiedad, conocida como desigualdad triangular, se puede probar a partir de la des-
igualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz.
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Observación 1.4. La distancia euclídea d(x , y) = ∥x − y∥ verifica las siguientes propiedades:
para cada x , y , z ∈ Rn se tiene
1.- d(x , y)≥ 0; d(x , y) = 0⇐⇒ x = y
2.- d(x , y) = d(y , x)
3.- d(x , y)≤ d(x , z) + d(z, y)

2. Conjuntos abiertos y cerrados. Puntos interiores, exteriores
y frontera

Definición 2.1. Llamamos bola
abierta de centro a ∈ Rn y radio
r ∈ R+ a
B(a, r) = {x ∈ Rn : d(x , a)< r}
Llamamos bola cerrada de centro
a ∈ Rn y radio r ∈ R+ a
B(a, r) = {x ∈ Rn : d(x , a)≤ r}

Ejemplo 2.2.

B((0, 0), 1) = {(x , y) ∈ R2 :
p

x2 + y2 ≤ 1}

Ejemplo 2.3. Cuando estamos en R (n = 1) entonces las bolas abiertas son precisamente los
intervalos abiertos

B(a, r) = {x ∈ R :
Æ

(x − a)2 = |x − a| ≤ r}= (a− r, a+ r)

Definición 2.4. Diremos que U ⊂ Rn es un conjunto abierto si para cada x0 ∈ U existe r > 0
tal que B(x0, r) ⊂ U . Un conjunto U ⊂ Rn es cerrado si su complementario Rn − U es abierto.

Ejemplo 2.5.

{(x , y) ∈ R2 : y > x} abierto {(x , y) ∈ R2 : x ≥ 0} cerrrado

Ejercicios 2.6. Discutir si los siguientes conjuntos son abiertos, cerrados o ni abiertos ni cerra-
dos:

1. {(x , y) ∈ R2 : y ≥ x2}

2. {(x , y) ∈ R2 : |x |> 2}

3. {(x , y) ∈ R2 : |x |+ |y| ≥ 2}
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4. {(x , y) ∈ R2 : |x | ≤ 1, |y|< 2}

Definición 2.7. Dado A ⊂ Rn, a ∈ A es un punto interior de A si y sólo si existe r > 0 tal que
B(a, r) ⊂ A. Diremos que un punto x ∈ Rn es un punto frontera de A si toda bola centrada en x
contiene al menos un punto en A y un punto que no está en A. Diremos que un punto y ∈ Rn es un
punto exterior a A si existe r > 0 tal que B(a, r)∩ A= ;.

Ejemplo 2.8. El punto A de la
figura es un punto interior al con-
junto dibujado, el punto C es exte-
rior y el punto B es un punto fron-
tera.

Definición 2.9. Sea A⊂ Rn.
a) Llamaremos interior de A al conjunto

◦
A= {x ∈ Rn : x es interior a A}

b) Llamaremos frontera de A al conjunto ∂ A= {x ∈ Rn : x es punto frontera A}.
c) Llamaremos adherencia de A al conjunto

◦
A∪ ∂ A. También se le suele denominar cierre de A.

Observación 2.10. El interior de un conjunto A es el mayor abierto contenido en ese
conjunto.

La adherencia de un conjunto A es el menor cerrado que contiene a ese conjunto.

Un conjunto es abierto si y solo si coincide con su interior (i.e. todos sus puntos son interio-
res).

Un conjunto es cerrado si y solo si coincide con su adherencia (i.e. A contiene a su frontera).

Definición 2.11. Sea A⊂ Rn.

a) Se dice que x ∈ Rn es un punto adherente de A si para cada r > 0 se tiene que B(x , r)∩ A ̸= ;.

b) Se dice que x ∈ Rn es un punto de acumulación de A si para cada r > 0 se tiene que
�

B(x , r)−

{x}
�

∩ A ̸= ;.

c) Si B ⊂ Rn se dice que A es denso respecto a B si B ⊂ A. En el caso particular en el que B = Rn se
dice que A es denso en Rn.
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3. Conjuntos acotados, compactos y conexos

Definición 3.1. Un subconjunto A de Rn es acotado si existe k > 0 tal que para todo x ∈ A se
cumple que ∥x∥ ≤ k.

La definición que acabamos de dar equivale a decir que un conjunto es acotado cuando pode-
mos meterlo dentro de una bola. A veces es interesante también considerar el tamaño que tiene
un conjunto.

Definición 3.2. Sea S un subconjunto no vacío de Rn. Definimos el diámetro de S como

d(S) = sup{∥x − y∥ : x , y ∈ S}.

Si d(S)<∞ se tiene que S es un conjunto acotado. Por el contrario, si d(S) =∞ resulta que
S no es un conjunto acotado.

Definición 3.3. Un subconjunto A de Rn es conexo si no existen dos abiertos U , V ⊂ R tales que
A⊂ U ∪ V y U ∩ V = ;.

Definición 3.4. Un subconjunto A de Rn es compacto si de cualquier recubrimiento por abirtos de
A se puede extraer un subrecubrimiento finito.
Si {Ui : i ∈ I} es una colección de abiertos tales que

⋃

i∈I

Ui ⊃ A entonces existe una cantidad finita

de índices i1, . . . , ik ∈ I tales que A⊂ Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uik

En la asignatura de Cálculo en una variable habéis estudiado el teorema de Heine-Borel que
afirma que las siguientes tres afirmaciones son equivalentes para un subconjunto A⊂ R.

1. A es cerrado y acotado.

2. A es compacto.

3. Todo subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulación en A.

La tercera afirmación puede reinterpretarse como el teorema de Bolzano-Weierstrass y, de
hecho, los teoremas de Heine-Borel y de Bolzano-Weierstrass resultan ser equivalentes ( ver aquí).
Eso mismo ocurre en Rn y lo probaremos más adelante.
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Eduard Heine (1821 - 1881) Emile Borel(1871 - 1956)

4. Otras métricas posibles

Habíamos visto las propiedades de los productos escalares, las normas y las distancias. Hacien-
do un ejercicio de abstracción podemos utilizar esas propiedades para definir nuevas estructuras
y poder medir de otra forma.

Definición 4.1. Sea ∥.∥ : Rn→ R una función definida sobre todo Rn que verifica las tres propie-
dades siguientes:
1.-∀x ∈ Rn, ∥x∥ ≥ 0 y ∥x∥= 0⇔ x = 0
2.- ∀x ∈ Rn, ∀λ ∈ R, ∥λx∥= |λ|∥x∥
3.- ∀x , y ∈ Rn, ∥x + y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥
Entonces se dice que esa función es una norma en Rn.

Ejemplo 4.2. a) La función ∥.∥∞ : Rn→ R definida por

∥x∥∞ =máx{|x1|, . . . , |xn|}

es una norma en Rn. Se conoce como la norma del supremo.

b) Para cada p > 1 podemos definir ∥.∥p : Rn→ R como

∥x∥p =

�

n
∑

i=1

|x i|p
�

1
p

Esa función es una norma y, en particular, la norma euclídea es la que se obtiene cuando p = 2.

Probaremos en seguida que las funciones ∥ ·∥p son normas. Asumiendo que lo son, representa
la bola unidad para las métricas p = 1, p = 2, p =∞. ¿Cómo intuyes que es la forma de las
bolas para el resto de valores de p?

https://www.geogebra.org/m/TxyaSmaB

Para probar que las funciones ∥ · ∥p son normas necesitaremos la desigualdad de Minkowski,
que se obtiene a partir de la de Hölder yesta, a su vez, utiliza la desigualdad de Young en su
demostración. Los autores de estas ideas son los siguientes:
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William Young Otto Hölder Hermann Minkowski
(1863 - 1942) (1859 - 1937) (1864 - 1909)

Proposición 4.1 (Desigualdad de Young). Sean p, q > 1 tales que
1
p
+

1
q
= 1 y sean a, b ≥ 0.

Entonces

ab ≤
ap

p
+

bq

q
.

Demostración. Si a = 0 o b = 0 el resultado es trivial, puesto que ab = 0 y el miembro derecho
de la expresión es simpre no negativo.

Para el caso en el que a, b ̸= 0 debemos observar una propiedad de la función exponencial:

x y

Si 0< α < 1, debido a la concavidad de la función exponencial, se verifica que

eαx+(1−α)y < αex + (1−α)e y

Tomemos, como caso particular, x = p log a, y = q log b y α= 1
p . Entonces

ab = elog a+log b = e
1
p p log a+ 1

q q log b ≤
1
p

ep log a +
1
q

eq log b =
ap

p
+

bq

q
■
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Proposición 4.2 (Desigualdad de Hölder). Sean p, q > 1 tales que
1
p
+

1
q
= 1 y sean x , y ∈ Rn.

Entonces
n
∑

k=1

|xk yk| ≤ ∥x∥p ∥y∥q

Demostración. Si x = 0 o y = 0 el resultado es trivial. Supondremos entonces que x ̸= 0 ̸= y .
Aplicaremos la desigualdad de Young a los números

a =
|xk|
∥x∥p

, b =
|yk|
∥y∥q

y obtenemos que, para cada k, se tiene que

|xk| |yk|
∥x∥p∥y∥q

≤
1
p
|xk|p

∥x∥pp
+

1
q
|yk|q

∥y∥qq
.

Sumando en k llegamos a

n
∑

k=1

|xk| |yk|

∥x∥p∥y∥q
≤

1
p

n
∑

k=1

|xk|p

∥x∥pp
+

1
q

n
∑

k=1

|yk|q

∥y∥qq
=

1
p

∥x∥pp
∥x∥pp

+
1
q

∥y∥qq
∥y∥qq

=
1
p
+

1
q
= 1

de ahí, pasando el denominador de la izquierda al otro miembro, se obtiene

n
∑

k=1

|xk||yk| ≤ ∥x∥p ∥y∥q.

■

Observación 4.3. En el caso particular en el que p = q = 2 esta desigualdad es la misma que
la de Cauchy-Bunjakowski-Schwartz para el producto escalar usual.

Proposición 4.3 (Desigualdad de Minkowski). Sean x , y ∈ Rn. Entonces, para p > 1 o p =∞ se
tiene que

∥x + y∥p ≤ ∥x∥p + ∥y∥p

Demostración. El caso p =∞ es sencillo y se deduce de la desigualdad triangular para números
reales: |xk + yk| ≤ |xk|+ |yk| para cada k = 1, ..., n.

∥x + y∥∞ = máx
1≤k≤n
|xk + yk| ≤ máx

1≤k≤n
|xk|+ máx

1≤k≤n
|yk|= ∥x∥∞ + ∥y∥∞

Sea ahora p ∈ R, p > 1.

∥x + y∥pp =
n
∑

k=1

|xk + yk|p =
n
∑

k=1

|xk + yk|p−1|xk + yk| ≤
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≤
n
∑

k=1

|xk + yk|p−1|xk|+
n
∑

k=1

|xk + yk|p−1|yk| (∗)

Ahora aplicaremos la desigualdad de Hölder en la suma de la izquierda a

w = (|x1 + y1|p−1, . . . , |xn + yn|p−1) ∈ Rn y x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Si q es tal que 1
p +

1
q = 1 entonces q = p

p−1 . Resulta:

n
∑

k=1

|xk + yk|p−1|xk|=
n
∑

k=1

|xk||wk| ≤ ∥x∥p∥w∥q = ∥x∥p
�

n
∑

k=1

|wk|q
�

1
q
=

= ∥x∥p
�

n
∑

k=1

|xk + yk|
p−1 p

p−1

�
1
q
= ∥x∥p
�

n
∑

k=1

|xk + yk|p
�

p−1
p
= ∥x∥p∥x + y∥p−1

p

Procediendo de manera análoga con la suma de la derecha en (∗) obtenemos que

n
∑

k=1

|xk + yk|p−1|yk| ≤ ∥y∥p∥x + y∥p−1
p

Y, uniendo esas dos desigualdades y volviendo al principio del desarrollo, obtenemos que

∥x + y∥pp ≤ ∥x∥p∥x + y∥p−1
p + ∥y∥p∥x + y∥p−1

p =

∥x + y∥p−1
p (∥x∥p + ∥y∥p),

y, dividiendo ambos lados entre ∥x + y∥p−1
p , obtenemos que

∥x + y∥p ≤ ∥x∥p + ∥y∥p

Nótese que no habríamos podido dividir únicamente en el caso en el que x = −y , pero en ese
caso la desigualdad se verifica de modo trivial. ■

5. Sucesiones

Al igual que ocurría en el análisis real de una variable, muchas propiedades topológicas se
pueden caracterizar mediante sucesiones.

Definición 5.1. Una sucesión es una aplicación f : N → Rn tal que f (k) = ak. Normalmente la
denotaremos como

a1, a2, a3, . . .

o, simplemente, como
{ak}∞k=1

a1, a2, . . . son los términos de la sucesión y ak es el término general de la sucesión.
En lo que sigue, ak ∈ Rn será ak = (ak1, ak2, . . . , a∆kn).

Definición 5.2. Diremos que la sucesión {x k} converge a ℓ si para cada ϵ > 0 existe k0 ∈ N tal
que, si k ≥ k0 entonces ∥x k − ℓ∥< ϵ
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Proposición 5.1. La sucesión {x k}∞k=1 es convergente en Rn si y solo si cada una de sus componentes
{xki}∞k=1 converge en R (i = 1, . . . , n).

Demostración. Supongamos que x k→ ℓ. De acuerdo con la definición, fijado ϵ > 0 existe k0 ∈ N
tal que, si k ≥ k0 entonces ∥x k − ℓ∥< ϵ. Entonces, para cada k ≥ k0 se tiene que

|xki − ℓi| ≤
Æ

(xk1 − ℓ1)2 + · · ·+ (xki − ℓi) + · · ·+ (xkn − ℓn)2 = ∥xk − ℓ∥< ϵ.

Supongamos ahora que para cada i se tiene que xki → ℓi y sea ϵ > 0. Sea ki tal que si k ≥ ki

es |xki − ℓi|<
ϵ
p

n
.

Tomando k0 =máxi ki y k ≥ k0 se tiene que

|xki − ℓi| ≤
Æ

(xk1 − ℓ1)2 + · · ·+ (xkn − ℓn)2 ≤

√

√ϵ2

n
+ · · ·+

ϵ2

n
= ϵ.

■

Proposición 5.2. Un conjunto A⊂ Rn es cerrado si, y solo si, para toda sucesión {xk} ⊂ A convergente
a ℓ se tiene que ℓ ∈ A.

Demostración. Supongamos que A es cerrado y que {xk} → ℓ, {xk} ⊂ A. Dado ϵ > 0, como
{xk} → ℓ existe k0 tal que si k ≥ k0, ∥xk − ℓ∥ < ϵ. Eso es lo mismo que decir que xk ∈ B◦(ℓ,ϵ) y
por ello ℓ es punto de acumulación de A. Como por hipótesis A es cerrado, tiene que ser ℓ ∈ A.

Por otra parte, sea x un punto de acumulación de A. Por esta razón podemos encontrar, para
cada k ≥ 1, un punto xk ∈ A∩ xk ∈ B◦(x , 1/k). De este modo hemos obtenido una sucesión {xk}
que, por construcción, converge a x . La hipótesis nos dice que x ∈ A y, por tanto, A contiene a
todos sus puntos de acumulación, luego A es cerrado. ■

Teorema 5.3 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesión acotada contiene una subsucesión convergente.

Demostración. Si {xk} es acotada en Rn, cada una de sus componentes {xki} es acotada en R.
Gracias a la versión unidimensional del Teorema de Bolzano-Weierstrass, la sucesión {xk1}k∈N
tiene una subsucesión {xk1}k∈I1

que es convergente (I1 ⊂ N).
Consideremos ahora la sucesión {xk2}k∈I1

. Como está acotada, tiene una subsucesión {xk2}k∈I2

que es convergente (I2 ⊂ I1).
Pensemos ahora en la sucesión {xk3}k∈I2

. Como está acotada, tiene una subsucesión {xk3}k∈I3

que es convergente, (I3 ⊂ I2).
Procediendo del mismo modo, llegaremos a una subsucesión {xkn}k∈In

que es convergente,
(In ⊂ In−1 ⊂ · · · ⊂ I2 ⊂ I1 ⊂ N).

El sistema que hemos seguido nos asegura que cada una de las sucesiones

{xk1}k∈In
, {xk2}k∈In

, . . . , {xkn}k∈In

son convergentes y, por tanto, la sucesión {x k}k∈In
también lo es. ■
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Bernard Bolzano (1781 - 1848) Karl Weierstrass(1815 - 1897)

Una aplicación del Teorema de Bolzano-Weierstrass es el resultado siguiente, que vamos a
utilizar más tarde:

Proposición 5.4. Sea C un conjunto cerrado, C ̸= ; y sea x ∈ Rn. Entonces existe a ∈ C tal que
∥x − a∥ es mínimo.

Demostración. Sea x ∈ Rn y definamos δ : C → R por δ(y) = ∥x− y∥. Sea r0 = ı́nf{δ(y) : y ∈ C}.
Entonces, para cada k ≥ 1 existe yk ∈ C tal que

r0 ≤ δ(yk)< r0 + 1/k.

La sucesión {yk} que acabamos de construir es acotada y, por tanto, contiene una subsucesión
que es convergente a un cierto a ∈ Rn. Como C es cerrado y la sucesión está contenida en C ,
ocurre que a ∈ C . Además, por la construcción realizada, se verifica que δ(y) = r0. ■

Definición 5.3. Dados un punto x ∈ Rn y un conjunto B ⊂ Rn definimos la distancia de x a B como

ı́nf{∥x − b∥ : b ∈ B}

Para estudiar la convergencia de sucesiones nos interesa extender a este contexto el de suce-
sión de Cauchy, que ya se utilizó en el análisis en una variable.

Definición 5.4. Una sucesión {x k} ⊂ Rn se dice que es una sucesión de Cauchy si, para cada ε > 0
existe k0 ∈ N tal que si p, q ≥ k0 entonces ∥x p − x q∥< ε.

Proposición 5.5. a) Una sucesión {x k} ⊂ Rn es una sucesión de Cauchy si y solo si cada una de sus
sucesiones componentes {xki} es una sucesión de Cauchy en R, donde x k = (xk1, xk2, . . . , xkn.
b) Toda sucesión de Cauchy en Rn es una sucesión convergente.

La demostración se deja como ejercicio sencillo.

Lema 5.6 (Principio de los conjuntos encajados). Sean S1, S2, . . . cerrados no vacíos de Rn tales que
S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sk ⊃ · · · y que verifican ĺımk→∞ d(Sk) = 0. Entonces la intersección

⋂∞
k=1 Sk contiene

un único punto.
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Demostración. Consideremos una sucesión {x k} de modo que x k ∈ Sk para cada k ∈ N. Por la
condición del enunciado, si k ≤ p se tiene que x p ∈ Sk y, por tanto,

∥x p − x q∥ ≤ d(Sk), si p, q ≥ k.

Eso implica que {x p}p≥k es una sucesión de Cauchy en Sk y, por tanto, convergente a un cierto
punto x que, por ser Sk cerrado, es x ∈ Sk. Como esto ocurre para cada k ∈ N se tiene que
x ∈
⋂∞

k=1 Sk.
Tomemos ahora un punto cualquiera y ∈

⋂∞
k=1 Sk. Como tanto x como y están en Sk para

cada k ha de verificarse
∥x − y∥ ≤ d(Sk)

↓
0

por lo que ha de ocurrir que y = x . ■

Definición 5.5. Sea A⊂ Rn. Diremos que una colecciónℜ de conjuntos abiertos es un recubrimiento
abierto de A si A⊂

⋃

U∈ℜ U .

Teorema 5.7 (Heine-Borel). Sea S ⊂ Rn cerrado y acotado y sea ℜ un recubrimiento abierto de S.
Entonces se puede extraer un subrecubrimiento finito, esto es, existe una cantidad finita de elementos
de ℜ, U1, U2, . . . , Ur , tales que S ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ur .

Demostración. La prueba se hace por reducción al absurdo. La haremos primero para el caso n= 2
con el objeto de fijar ideas y luego la extenderemos al caso general.

Supongamos que existe un recubrimiento ℜ para el que no se puede extraer un subrecubri-
miento finito. Como S está acotado, se puede meter en un cuadrado

C = {(x , y) ∈ R2 : a1 ≤ x ≤ a1 + L, a2 ≤ y ≤ a2 + L}

con lados de longitud L.
Dividiendo por la mitad los lados de C obtenemos cuatro cuadrados C1, C2, C3 yC4, cuyos lados

miden L/2. Llamemos
Si = S ∩ Ci, 1≤ i ≤ 4.
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Cada Si es cerrado por ser intersección de conjuntos cerrados y, además, S = S1∪S2∪S3∪S4.
Como S no se puede recubrir por un número finito de elementos de ℜ, ocurre lo mismo con al
menos uno de los cuatro subconjuntos S1, S2, S3, S4. Llamaremos S1 a uno de esos subconjuntos
que no puede ser recubierto por un número finito de elementos de ℜ y C1 al cuadrado Ci tal que
S1 = S ∩ C1.

Ahora, para S1, hemos vuelto a la situación de partida: tenemos un conjunto cerrado y acotado
que no puede ser recubierto por un número finito de elementos de R. Además S1 está contenido
en un cuadrado con lados de longitud L/2. Rompiendo los lados de C1 por la mitad, podemos
dividirlo en 4 cuadrados más pequeños, cuyos lados miden L/4. Así, podemos descomponer el
cerrado y acotado S1 en cuatro cerrados y acotados S1 = S1

1 ∪ S1
2 ∪ S1

3 ∪ S1
4 con la propiedad

de que uno de ellos no puede recubrirse con una cantidad finita de elementos de ℜ. A ese le
llamaremos S2 y estará contenido en un cuadrado C2. Dividiendo los lados de C2 por la mitad,
lo descompondremos en cuatro cuadrados de lados con longitud L/8, que darán lugar a una
descomposición de S2 en cuatro trozos, de los que alguno no puede cubrirse por un número finito
de elementos de ℜ, al que llamaremos S3.

Continuando con este proceso, podemos construir una sucesión de conjuntos cerrados no va-

cíos S1 ⊃ S2 ⊃ S3 ⊃ · · · de modo que, por construcción, d(Sk)≤
L
2k

. El principio de los intervalos

encajados nos dice que existe un punto x ∈
⋂∞

k=1 Sk.
Como x ∈ S tiene que existir U ∈ ℜ tal que x ∈ U y, por ser U abierto debe existir ε > 0 tal

que B(x ,ε) ⊂ U . Como para cada s ∈ Sk se tiene que ∥x − s∥ ≤
L
2k

se sigue que Sk ⊂ U para k

suficientemente grande.
Hemos llegado a que Sk puede ser cubierto por un único elemento de ℜ, lo que contradice lo

que habíamos supuesto.

Para el caso general n > 2 en lugar de considerar el cuadrado C de lado L comenzaremos
considerando un hipercubo C también de lado L :

C = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : ai ≤ x i ≤ ai + L, i = 1,2, . . . , n}
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Dividiremos por la mitad los lados de ese hipercubo, dando lugar a 2n hipercubos cuyo lado
mide L/2. Intersecando cada uno de esos hipercubos con S, descompondremos a este cerrado en
2n cerrados de los que, al menos uno, no se podrán recubrir por una cantidad finita de elementos
de ℜ. Llamaremos S1 a uno de esos cerrados. A partir de ahí procederemos del mismo modo que
en la prueba que hemos descrito para n = 2, construyendo una sucesión de cerrados encajados
que, en principio, no pueden ser recubiertos por una cantidad finita de elementos de ℜ pero que
al final resultan poderse recubrir por un único elemento. Eso produce una contradicción que nos
permite deducir que la hipótesis hecha era falsa.

■

Observación 5.6. Lo que acabamos de probar es que en Rn equivale decir que un conjunto
es cerrado y acotado a que es compacto. Se estudiará en la asignatura de Topología que esto no
siempre es así para espacios topológicos cualesquiera.
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Capı́tulo 2. Funciones, lı́mites y continuidad

1. Funciones reales de variable vectorial o campos escalares

1.1. Definición y operaciones

Comenzamos estudiando este tipo de funciones que nos serán de gran utilidad cuando
estudiemos las funciones vectoriales de variable vectorial.

Del mismo modo como una función real de variable real hace corresponder a cada ele-
mento de su dominio un número real, podemos considerar una aplicación, definida sobre
un conjunto D de Rn tal que a cada x ∈ D le haga corresponder un elemento f(x) de R.

Definición 1.1. Una función real de variable vectorial es una aplicación de Rn en R.
f : Rn → R

(x1, . . . , xn) 7→ f(x1, . . . , xn).

Ejemplos 1.2. Los siguientes son ejemplos de funciones reales de variable vectorial

Para especificar la temperatura T en una región del A del espacio se necesita una
función T : A ⊂ R3 → R.

Sea f : R4 → R tal que f(x, y, z, t) = x2 + y2 + z2 + t

La altura se puede especificar mediante una función h : R2 → R.

Definición 1.3. Sea f : Rn → R. Entonces llamamos dominio, gráfica e imagen de f a los
siguientes subconjuntos de Rn, R y Rn+1 respectivamente

Dom(f) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : ∃ f(x1, . . . , xn) ∈ R} ⊆ Rn

Im(f) = {y ∈ R : ∃ (x1, . . . , xn) ∈ Rn con f(x1, . . . , xn) = y} ⊆ R

G(f) = {(x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)) \ (x1, . . . , xn) ∈ Dom(f)} ⊆ Rn+1

Ejemplo 1.4. Calculamos el dominio de las siguientes funciones

f(x, y) =
x√
x f(x, y) = arcsin(x+ y)

15
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Ejemplo 1.5. a) Si f : R → R entonces su gráfica es una curva de R2.

b) Si f : R2 → R entonces su gráfica es una superficie de R3.

c) Si f : R2 → R tal que f(x, y) = 2 su gráfica es el plano horizontal Z = 2.

Definición 1.6. Sea f : U ⊂ Rn → R. Un conjunto de nivel de f es un subconjunto de Rn

donde f es constante.

C ∈ R =⇒ C ≡ LC = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Dom(f) : f(x) = C}

En el caso de n = 2 y n = 3 los conjuntos de nivel reciben el nombre de curvas y superficie de
nivel respectivamente.

Ejemplo 1.7. Sea f : R → R tal que

f(x) = |x| =⇒ LC =


∅ si C < 0;
0 si C = 0;
{C,−C} si C > 0.

f(x) = 3 =⇒ LC =

{
∅ si C ̸= 3;
R2 si C = 3.

Ejemplo 1.8. Sea f : R2 → R tal que

f(x, y) = y − 2 =⇒ LC = {y = C + 2} rectas

f(x, y) =
√

x2 + y2 =⇒ LC =

{
∅ si C < 0;
x2 + y2 = C2 si C ≥ 0.

curvas de nivel gráfica

Ejercicios 1.9. Sea f(x, y) = 5x
x2+y2+1

. Observa los gráficos y calcula las curvas de nivel y
el dominio de la función f .

curvas de nivel gráfica

Definimos ahora las principales operaciones entre funciones reales de variable vectorial,
que es una generalización del caso de funciones reales de variable real.
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Definición 1.10. a) Sean f, g : Rn → R, definimos (f + g) : Rn → R donde
(f + g)(x) = f(x) + g(x) con x ∈ Dom f ∩ Dom g.

b) Sea f : Rn → R. Se define λf : Rn → R donde (λf)(x) = λf(x) con x ∈ Dom f .

c) Sean f, g : Rn → R, definimos (f.g) : Rn → R donde (f.g)(x) = f(x).g(x) con x ∈
Dom f ∩ Dom g.

d) Sean f : Rn → Rm y g : Rm → Rp, se define (g ◦ f) : Rn → Rp donde (g ◦ f)(x) = g(f(x))
con x ∈ Dom f y f(x) ∈ Dom g. Observar que la composición de funciones no es
conmutativa.

e) Sean f, g : Rn → R con g(x) ̸= 0 para todo x ∈ Dom g, definimos
f

g
: Rn → R donde

(
f

g
)(x) =

f(x)

g(x)
con x ∈ Dom f ∩ Dom g.

Ejercicios 1.11. Calcular el dominio y describe los conjuntos de nivel de las siguientes
funciones

a)f(x, y) = −1 b)f(x, y) = x2 − y2 c)f(x, y, z) = 2x+ y − z

d)f(x, y) = 1√
x2+y2

e)f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 f)f(x, y) = 2x− y

1.2. Lı́mites

Definición 1.12. Sea f : Rn → R diremos que ĺımx→a f(x) = l si y sólo si para cada ε > 0
existe δ > 0 tal que si ∥x− a∥Rn < δ, entonces |f(x)− l| < ε.

ĺımx→a f(x) = l ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que si ∥x− a∥ < δ =⇒ |f(x)− l| < ε

Ejemplo 1.13. Sea f : R2 → R con f(x, y) = x. Demostramos que ĺım(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0.
observar que ∥(x, y) − (0, 0)∥ =

√
x2 + y2, |f(x) − l| = |x − 0| = |x| y |x| ≤

√
x2 + y2. Ası́

tenemos

∀ε > 0, ∃ δ = ε tal que si ∥(x, y)− (0, 0)∥ =
√

x2 + y2 ≤ |x| < δ

=⇒ |f(x)− l| = |x− 0| = |x| ≤
√

x2 + y2 < δ = ε

Sea f(x, y) =
x2√

x2 + y2
. Demostramos que ĺım(x,y)→(0,0 f(x, y) = 0.

∀ε > 0, ∃ δ tal que si ∥(x, y)− (0, 0)∥ =
√

x2 + y2 < δ

=⇒ |f(x)− l| =

∣∣∣∣∣ x2√
x2 + y2

− 0

∣∣∣∣∣ < δ
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como

x2√
x2 + y2

≤ x2 + y2√
x2 + y2

=
√

x2 + y2 < δ

Por tanto basta con tomar δ = ε.

Ejercicios 1.14. Demostrar que:
a) si f(x, y) = x entonces ĺım

(x,y)→(a,b)
f(x, y) = a.

b) si f(x, y) = K entonces ĺım
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = K.

Las propiedades de los lı́mites de funciones de varias variables son análogas a las pro-
piedades de los de una variable y se demuestran de forma similar.

Proposición 1.1. (Unicidad del lı́mite). Si ĺımx→x0 f(x) = b1, y ĺımx→x0 f(x) = b2, y existe dicho
lı́mite entonces b1 = b2.

Proposición 1.2. Sean f, g : A ⊂ Rn → R y x0 ∈ A y c ∈ R. Entonces:

1. Si ĺımx→x0 f(x) = b1, y ĺımx→x0 g(x) = b2, entonces ĺımx→x0 (f ± g)(x) = b1 ± b2.

2. Si ĺımx→x0 f(x) = b1, y ĺımx→x0 g(x) = b2, entonces ĺımx→x0 (fg)(x) = b1b2.

3. Si ĺımx→x0 f(x) = b ̸= 0 entonces ĺımx→x0

1
f(x)

= 1
b
.

4. Si ĺımx→x0 ef(x) = eĺımx→x0 f(x).

5. Si ĺımx→x0 f(x) = 0, y g está acotada, entonces ĺımx→x0 (fg)(x) = 0.

Ejemplo 1.15. Utilizando las propiedades del lı́mite calculamos directamente los siguien-
tes lı́mites:

a) ĺım
(x,y)→(0,1)

(x2y − 3y) = −3

b) ĺım
(x,y)→(2,−1)

3xy

x2 + y2
=

−6

5
.

Ejemplo 1.16. Si p(x1, . . . xn) = xi, q(x1, . . . xn) = k entonces se comprueba fácilmente que
ĺım
x→x0

p(x) = (x0)i y ĺım
x→x0

q(x) = k,y por tanto para cualquier polinomio p, q : Rn → R se tiene

que ĺım
x→x0

p(x) = P (x0), ĺım
x→x0

P (x)Q(x) = P (x0)Q(x0), ĺım
x→x0

ep(x) = ep(x0) y si q(x0) ̸= 0 entonces

ĺım
x→x0

p(x)

q(x)
=

p(x0)

q(x0)

1.2.1. Cálculo de Lı́mites

Cuando en un lı́mite aparezca una indeterminación podemos intentar calcular dicho
lı́mite utilizando los siguientes métodos:
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Usando operaciones algebraicas para el cálculo de lı́mites. Suele ser útil en el caso de
indeterminaciones del tipo 0

0
.

Ejemplo 1.17. a)Puesto que ĺım(x,y)→(0,0)
x3−y3

x−y
= 0

0
entonces

ĺım
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x− y
= ĺım

(x,y)→(0,0)

(x− y)(x2 + xy + y2)

x− y
= ĺım

(x,y)→(0,0)
(x2 + xy + y2) = 0

b) ĺım(x,y)→(1,1)
x− y√
x−√

y
= 0

0
entonces

ĺım
(x,y)→(1,1)

x− y√
x−√

y
= ĺım

(x,y)→(1,1)

(x− y)(
√
x+

√
y)

x− y
= ĺım

(x,y)→(1,1)

√
x+

√
y = 2

Calculando lı́mites direccionales. Si existe ĺım(x,y)→(a,b) f(x, y) = L entonces existe
ĺımx→a f(x, φ(x)) = L, donde φ(x) = y es una trayectoria con φ(a) = b
Si el lı́mite depende del camino por el que nos acerquemos al punto, entonces el lı́mite

no existe.

Ejemplo 1.18. Comprobamos que el siguiente lı́mite no existe

ĺım
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
=

0

0

Nos acercamos a través de la recta y = λx.

ĺım
x→0

λx2

x2 + λ2x2
=

λ

1 + λ2

Comprobamos que el siguiente lı́mite

ĺım
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
=

0

0

no existe acercándonos a través de la recta y = λx2.

ĺım
y→0

λx4

x4 + λ2x4
=

λ

1 + λ2

Lı́mites Iterados. Llamamos lı́mites iterados a los lı́mites

ĺım
y→b

(ĺım
x→a

f(x, y)) y ĺım
y→a

(ĺım
y→b

f(x, y))

Si existen los lı́mites iterados y tienen distinto valor, entonces podemos asegurar que el
lı́mite no existe

ĺım
y→b

(ĺım
x→a

f(x, y)) ̸= ĺım
y→a

(ĺım
y→b

f(x, y)) ⇒ ∄ ĺım
(x,y)→(a,b)

f(x, y)

La existencia o incluso la igualdad de dichos lı́mites no implica la existencia del lı́mite.
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Ejemplo 1.19. Comprobamos que el siguiente lı́mite no existe

ĺım
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2

Calculamos los lı́mites iterados

ĺım
x→0

(
ĺım
y→0

x2 − y2

x2 + y2

)
= ĺım

x→0

x2

x2
= 1

ĺım
y→0

(
ĺım
x→0

x2 − y2

x2 + y2

)
= ĺım

y→0

−y2

y2
− 1

Luego el lı́mite no existe.

Observaciones

i) Si los lı́mites iterados existen y ambos tienen el mismo valor L entonces el lı́mite puede
existir o puede no existir, pero si existe su valor será L.

Ejemplo 1.20. ĺım
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
.

ii) Si existe solo uno de los lı́mites iterados y vale L, entonces el lı́mite puede existir o no existir
pero si existe su valor es L.

Ejemplo 1.21. ĺım
(x,y)→(0,0)

x cos

(
1

x2 + y2

)

iii) Puede que exista el lı́mite y no exista ninguno de sus lı́mites iterados

Ejemplo 1.22. ĺım
(x,y)→(0,0)

x2 sin

(
1

y

)
+ y2 sin

(
1

x

)

Ejercicios 1.23. Calcula los siguientes lı́mites

ĺım
(x,y)→(0,4)

x ln(1 + x2 + y2)
√
yex

ĺım
(x,y)→(0,0)

x3y

y2 + x6
ĺım

(x,y)→(0,0)
x2 sin

(
1

x2 + y2

)

ĺım
(x,y)→(0,0)

3x2

x2 + 2y4
ĺım

(x,y)→(0,0)

√
(x2 + y2)− sin

√
(x2 + y2)√

(x2 + y2)
ĺım

(x,y)→(0,0)

x4 + x2y − y2

2x4 + 3y2

@fblascoxyz 20 2022/23



Cálculo en varias variables. Grado en Matemáticas. UPMFernando Blasco. Antonia González

1.3. Continuidad

Definición 1.24. Una función f : D ⊂ Rn → R es continua en un punto a ∈ D si y sólo si
ĺımx→a f(x) = f(a). Es decir, el lı́mite y el valor en el punto existen ambos y coinciden.

f es continua en el punto a ∈ D ⇐⇒ ĺımx→a f(x) = f(a)

f es continua en D ⊂ Rn cuando f es continua para todo punto a ∈ D.

Ejemplo 1.25. Como vimos en el ejemplo 1.13 tenemos que ĺım
(x,y)→(0,0)

x2√
x2 + y2

= 0, ası́

pues, la función

f(x, y) =

{
x2√
x2+y2

(x, y) ̸= (0, 0),

0 (x, y) = (0, 0).

verifica que

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = ĺım
(x,y)→(0,0)

x2√
x2 + y2

= 0 = f(0, 0)

Por tanto f es continua en el punto (0, 0).

Se observa que la definición es una generalización de la definición de continuidad que se
tenia en funciones reales de una variable.

Proposición 1.3 (Propiedades de las funciones continuas). Sean f, g : A ⊂ Rn → R, x0 ∈ A y
c ∈ R.

1. Si f y g son continuas en x0, entonces también lo es f + g.

2. Si f y g continuas en x0, entonces también lo es fg.

3. Si f es continua en x0, y f(x) ̸= 0 para todo x ∈ A, entonces 1
f

también lo es.

4. Si f es continua en x0 y h : A ⊂ R → R es continua en f(x0) entonces h ◦ f es continua en
x0

Ejemplo 1.26. 1. No es difı́cil demostrar que: ĺım
(x,y)→(a,b)

x = a, ĺım
(x,y)→(a,b)

y = b y ĺım
(x,y)→(a,b)

c =

c. Por tanto cualquier función polinómica es continua y las funciones racionales y ex-
ponenciales son siempre continuas en su dominio.
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2. Utilizando las propiedades de las funciones continuas, tenemos que

f(x, y) = xey =⇒ f(a, b) = aeb = ĺım
(x,y)→(a,b)

xey por tanto, f es continua en todo R2

ya que es un producto de un polinomio (continua) y una composición de funciones continuas.

f(x, y) = ex
2+y2 cosxy =⇒ f(a, b) = ea

2+b2 cos ab = ĺım
(x,y)→(a,b)

ex
2+y2 cosxy

es continua en todo R2.

f(x, y) = ln(xy)(1− x2 + y2) =⇒ f(a, b) = ln(ab)(1− a2 + b2) = ĺım
(x,y)→(a,b)

ln(xy)(1− x2 + y2)

es continua en todo punto de su dominio.

3. Si a la función del ejemplo 1.25 le aplicamos las propiedades 3 y 4 obtenemos que si
(a, b) ̸= (0, 0) entonces f es continua

ĺım
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = ĺım
(x,y)→(a,b)

x2√
x2 + y2

=
a2√

a2 + b2
= f(a, b) (a, b) ̸= (0, 0)

Además como en el ejemplo 1.25 demostramos que también era continua en (0, 0) con-
cluimos que f es continua en todo R2.

Ejemplo 1.27.

a) f(x, y) =

{
xy√
x2+y2

x ̸= 0,

0 x = 0.
⇒ ĺım

(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

= ĺım
ρ→0

ρ2 sin θ cos θ

ρ
= 0 = f(0, 0)

b) f(x, y) =

{
x2+y2

ln (1−x2−y2)
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0).
=⇒ ĺım

(x,y)→(0,0)

x2 + y2

ln (1− x2 − y2)

u=x2+y2︷︸︸︷
=

= ĺım
u→0

u

ln (1− u)

L’H︷︸︸︷
= ĺım

u→0
u− 1 = −1

c) f(x, y) =


x2 − y2

ex+y − 1
x > −y,

2x x ≤ −y.
⇒


ĺım

(x,y)→(a,−a)
x>−y

x2 − y2

ex+y − 1

u=x+y︷︸︸︷
= ĺım

(x,y)→(a,−a)
x>−y

(x− y)
x+ y

ex+y − 1
= 2a

ĺım
(x,y)→(a,−a)

x≤−y

2x = 2a

=⇒ ĺım
(x,y)→(a,−a)

x2 − y2

ex+y − 1
= 2a = f(a,−a)

Definición 1.28. Una función f : D ⊂ Rn → R es continua si y sólo si es continua en cada
punto de su dominio D.
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Ejercicios 1.29. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

a) f(x, y) =

{
x sin 1

y2+x2 x ̸= 0

0 x = 0.
b) f(x, y) =

{
2xy2

y4+x2 (x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0).

c) f(x, y) =

{
x

x+y
, x+ y ̸= 0

1 x+ y = 0
d) f(x, y) =


e2x+2y − 1

ey+x − 1
, x+ y ̸= 0

2 x+ y = 0

e) f(x, y) =

{
y x ≤ 0

−y x ≥ 0
f(x, y) =

{
y2x−x3

y2+x2 , (x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

2. Función vectorial de variable vectorial

2.1. Definición y operaciones

Del mismo modo como una función real de variable vectorial hace corresponder a cada
elemento de su dominio un número real, podemos considerar una aplicación, definida sobre
un conjunto D de Rn tal que a cada x ∈ D le haga corresponder un elemento f(x) de Rm.
Ası́, se tiene la siguiente definición.

Definición 2.1. Una función vectorial de variable vectorial es una aplicación de Rn en Rm.

f : Rn → Rm

(x1, . . . , xn) 7→ (f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

donde para cada i = 1, . . . ,m

fi : Rn → R
(x1, . . . , xn) 7→ f(x1, . . . , xn),

son las funciones componentes de f.

Es evidente que una función real de variable vectorial es un caso particular de función
vectorial de variable vectorial con m = 1.

Ejemplo 2.2. 1. la función

f : R2 → R3

(x, y) 7→ (x2 + y2, ex, x+ 2yx− 3y2).

es una función vectorial de variable vectorial donde n = 2 y m = 3. Las funciones
componentes son funciones fi : R2 → R con

f1(x, y) = x2 + y2

f2(x, y) = ex

f3(x, y) = x+ 2yx− 3y2

2. la función
f : R → R2

t 7→ (2 cos t, 2 sin t).
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es una función vectorial de variable vectorial donde n = 1 y m = 2. Las funciones
componentes son funciones fi : R → R con

f1(t) = 2 cos t
f2(t) = 2 sin t

3. Para especificar la velocidad de un fluido en el punto (x, y, z) en el tiempo t necesita-
mos una función f : R4 → R3.

Proposición 2.1. Dada una función vectorial de variable vectorial f : Rn → Rm se tiene que:

Dom f =
m⋂
i=1

Dom fi

Ejemplo 2.3. El dominio de la función f(x, y) = (
√
xy, ln(x2 + y2), x

x2+y2
) es

Dom (
√
xy) =

{
(x, y) ∈ R2 :

{
x ≤ 0, y ≤ 0
x ≥ 0, y ≥ 0

}
Dom (ln(x2 + y2)) = {(x, y) ∈ R2 : (x, y) ̸= (0, 0)}

Dom ( x√
y
) = {(x, y) ∈ R2 : y > 0}


=⇒ Dom f = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y > 0}

Definimos ahora las principales operaciones entre funciones vectoriales de variable vec-
torial, que es una generalización del caso de funciones reales de variable vectorial.

Definición 2.4. a) Sean f, g : Rn → Rm, definimos (f + g) : Rn → Rm donde
(f + g)(x) = f(x) + g(x) con x ∈ Dom f ∩ Dom g.

b) Sea f : Rn → Rm. Se define λf : Rn → Rm donde (λf)(x) = λf(x) con x ∈ Dom f .

c) Sean f, g : Rn → Rm, definimos (f.g) : Rn → Rm donde (f.g)(x) = f(x).g(x) con
x ∈ Dom f ∩ Dom g.

d) Sean f : Rn → Rm y f : Rm → Rp, se define (g ◦ f) : Rn → Rp donde (g ◦ f)(x) = g(f(x))
con x ∈ Dom f y f(x) ∈ Dom g. Observar que la composición de funciones no es
conmutativa.

e) Sean f, g : Rn → R con g(x) ̸= 0 para todo x ∈ Dom g, definimos
f

g
: Rn → R donde

(
f

g
)(x) =

f(x)

g(x)
con x ∈ Dom f ∩ Dom g. Observar que el cociente solo está definido

para funciones reales de variable vectorial

2.2. Limites y continuidad

Definición 2.5. Sea f : Rn → Rm diremos que ĺımx→a f(x) = l = (l1, . . . , lm) si y sólo si para
cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si 0 < ∥x− a∥Rn < δ, entonces ∥f(x)− l∥Rm < ε.
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Proposición 2.2. Sean f : D ⊂ Rn → Rm una función vectorial de variable vectorial y a ∈ D.
Entonces l = (l1, . . . , lm) ∈ Rm es el lı́mite de f(x) cuando x tiende a a si y sólo si li ∈ R es el lı́mite
de fi(x) cuando x tiende a a.

ĺım
x→a

f = (l1, . . . , lm) ⇐⇒ ĺım
x→a

fi = li para cada i = 1, . . . ,m

Ejercicios 2.6. Calcula los siguientes lı́mites.

i) ĺım
(x,y)→(0,0)

(
x2 + y3

x2 + y2
, y2, sin x2

)
.

ii) ĺım
(x,y)→(0,0)

(
x3

x2 + y2
, x+ y,

sin x2 + y2

x2 + y2

)
.

iii) ĺım
(x,y)→(0,0)

e
1

x2+y2 .

Gracias a la proposición 2.2 vamos a poder tratar, para una mayorı́a de propiedades, las
funciones vectoriales f : D ⊂ Rn → Rm como si fueran funciones escalares de variable
vectorial (consideraremos cada función componente, fi : D ⊂ Rn → R, por separado). No
sólo el lı́mite va a depender de las funciones componentes de la función vectorial de variable
vectorial, también la continuidad, como veremos en la siguiente proposición.

Definición 2.7. Una función f : D ⊂ Rn → Rm es continua en un punto a ∈ D si y sólo si
ĺımx→a f(x) = f(a). Es decir, el lı́mite y el valor en el punto existen ambos y coinciden.
Decimos que f es continua en D ⊂ Rn cuando f es continua para todo punto a ∈ D.

Proposición 2.3. Sean f : D ⊂ Rn → Rm una función vectorial de variable vectorial y a ∈ D.
Entonces f es continua en x = a si y sólo si fi(x) es continua en x = a para cada i = 1, . . . ,m.

Ejemplo 2.8. Vamos a probar que toda aplicación lineal es continua en todo Rn. Probare-
mos primero la continuidad en el origen, para ello supongamos que A = (aij) = MBc,B′

c(f).
Entonces

∥f(x)∥ =

∥∥∥∥∥∥∥A
x1

...
xn


∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
 a11x1 + · · ·+ a1nxn

· · ·
am1x1 + · · ·+ amnxn

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


⟨
( a11

...
a1n

)
,

( x1

...
xn

)
⟩

· · ·

⟨
( am1

...
amn

)
,

( x1

...
xn

)
⟩


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

([
⟨
( a11

...
a1n

)
,

( x1

...
xn

)
⟩
]2

+ · · ·+
[
⟨
( am1

...
amn

)
,

( x1

...
xn

)
⟩
]2) 1

2

≤

([∥∥∥∥( a11
...

a1n

)∥∥∥∥2 + · · ·+
∥∥∥∥( am1

...
amn

)∥∥∥∥2
]
·
∥∥∥∥( x1

...
xn

)∥∥∥∥2
) 1

2

=

√√√√ ∑
=1,...,m
j=1,...,n

a2ij

∥∥∥∥( x1

...
xn

)∥∥∥∥ .
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Esta desigualdad prueba que f es continua en 0, puesto que si x → 0, se tiene que f(x) → 0.

Por otra parte, también prueba la continuidad en cualquier punto a ∈ Rn. En efecto, si
x → a se tiene que x − a → 0, con lo que f(x) − f(a) = f(x − a) → 0, lo que es lo mismo
que decir f(x) → f(a). Este ejemplo volverá a aparecer (como proposición, con algún detalle
más) en el siguiente tema, dedicado a la diferenciabilidad.

Ejercicios 2.9. Estudiar la continuidad de

f(x, y) =

(
x− 2y

x2 + y2
, e−

√
x2+y2

)
h(x, y) = (

2

y − x2
,

1

x2 + y2 − 4
)

3. Funciones continuas definidas sobre compactos

Para terminar el estudio de la continuidad, presentaremos y demostraremos dos resul-
tados muy importantes sobre funciones definidas sobre conjuntos compactos que extienden
los resultados análogos para funciones de una variable. Por un lado veremos que toda fun-
ción definida sobre un compacto (no vacı́o) alcanza sus valores máximo y mı́nimo y también
que una función definida sobre un compacto es uniformemente continua.

Proposición 3.1. Sea K ⊂ Rn un compacto no vacı́o y f : K ⊂ R una función continua y conside-
remos

M = sup{f(x) : x ∈ K}

m = ı́nf{f(x) : x ∈ K}.

Entonces existen a, b ∈ K tales que M = f(a) y m = b. Esto es, f alcanza máximo y mı́nimo en K.

Demostración. Lo primero que haremos es ver que la función f está acotada sobre K. Proce-
deremos por reducción al absurdo. Supongamos que f no está acotada, entonces existe una
sucesión {xk} ⊂ K tal que ∥f(xk)∥ ≥ k para cada k ∈ N. Como la sucesión que acabamos de
construir está en un compacto, tiene una subsucesión {xkj} que verifica ĺımj→∞ xkj = x0 ∈
K. Por una parte tenemos que ∥f(xkj)∥ ≥ kj −→

j→∞
∞ y por otra (debido a la continuidad de

f ) que ∥f(xkj)∥ −→
j→∞

∥f(x0)∥, lo que es una contradicción.

Tenemos entonces que f(K) es un subconjunto acotado, no vacı́o, de R, por lo que tiene
supremo e ı́nfimo y, por tanto, la proposición está bien formulada.

Como M = sup{f(x) : x ∈ K} podemos encontrar una sucesión {yk} ⊂ K tal que
M ≤ f(yk) +

1
k
. Como antes, por ser K compacto, existe una subsucesión {ykj

} convergente
a un cierto a ∈ K. Entonces

f(ykj
) ≤ M ≤ ykj

+
1

kj

y pasando al lı́mite y utilizando la continuidad de f obtenemos que

f(a) ≤ M ≤ f(a).

Esto prueba que el supremo, en realidad, es un máximo. La parte relativa al mı́nimo se

prueba de forma análoga. ■
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Definición 3.1. Una función f : D ⊂ Rn → Rm se dice que es uniformemente continua en D si
para cada ϵ > 0 existe δ > 0 tal que si ∥x− y∥ < δ entonces ∥f(x)− f(y)∥ < ϵ

La definición anterior implica que toda función uniformemente continua es, en particu-
lar, una función continua. La diferencia es que cuando hablamos de continuidad uniforme,
el δ de la definición de continuidad es el mismo para todo punto del dominio de f y, cuan-
do estudiábamos continuidad en un punto a el δ que aparece en la definición depende del
punto a.

La siguiente proposición prueba que toda función continua definida sobre un compacto
es uniformemente continua.

Proposición 3.2. Sea K ⊂ Rn un conjunto compacto y sea f : K ⊂ Rn → Rm una función continua.
Entonces es uniformemente continua.

Demostración. Como f : K → Rm es continua, para cada x ∈ K existe δx > 0 tal que si
∥y − x∥ < δx entonces ∥f(y)− f(x)∥ < ϵ.

Entonces ℜ =
{
B
(
x,

δx
2

)
: x ∈ K

}
es un recubrimiento abierto de K y, por ser K com-

pacto, se puede extraer de él un subrecubrimiento finito. Esto es, existen x1,x2, . . . ,xr ∈ K
tales que

K ⊂
r⋃

i=1

B
(
xi,

δxi

2

)
.

Llamemos
δ = mı́n

{δx1

2
, . . . ,

δxr

2

}
y sean x,y ∈ K tales que ∥x− y∥ < δ. Como x ∈ K existe un cierto ı́ndice i ∈ {1, . . . , r} tal
que x ∈ B

(
xi,

δxi

2

)
. Entonces, como ∥y − x∥ ≤ δ ≤ δxi

2
por elección y ∥x− xi∥ ≤ δxi

2
por ser

x ∈ B
(
xi,

δxi

2

)
, se tiene que

∥y − xi∥ ≤ ∥y − x∥+ ∥x− xi∥ ≤ δxi

y, por lo tanto, y ∈ B
(
xi, δxi

)
, con lo que

∥f(y)− f(xi)∥ <
ϵ

2
.

Por otra parte x ∈ B
(
xi,

δxi

2

)
⊂ B

(
xi, δxi

)
, por lo que ∥f(x)− f(xi)∥ < ϵ

2
. Ası́

∥f(x)−f(y)∥ = ∥f(x)−f(xi)+f(xi)−f(y)∥ ≤ ∥f(x)−f(xi)∥+∥f(xi)−f(y)∥ <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

■
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Capı́tulo 3. Funciones diferenciables

1. Derivadas parciales

Definición 1.1. Sea f : A ⊂ Rn → R una función real y sea a un punto interior a A. Si x ∈ A
es un punto que tiene todas sus coordenadas iguales a las de a, excepto tal vez la que se
encuentra en k-ésimo lugar (esto es, xi = ai si i ̸= k), al lı́mite

∂f

∂xk

(a) = ĺım
xk→ak

f(x)− f(a)

xk − ak
= ĺım

h→0

f(a1, . . . , ak−1, ak + h, ak+1, . . . , an)− f(a1, . . . , an)

h

se le llama k-ésima derivada parcial de f en a (si existe).

En caso de existencia de todas las derivadas parciales de f en el punto a llamaremos gradiente
de la función f en el punto a al vector de Rn

∇f(a) =
( ∂f

∂x1

(a), . . . ,
∂f

∂xn

(a)
)

Observación 1.2. Estamos haciendo un abuso de notación ya que los puntos x ∈ Rn

los estamos escribiendo como x = (x1, . . . , xn) en lugar de escribirlos como x =
( x1

...xn

)
,

que es como realmente los deberı́amos escribir cuando queramos que funcionen bien con el
producto de matrices.

Hasta ahora solo hemos tenido que hacerlo al probar que una aplicación lineal es conti-
nua, pero un poco más adelante van a aparecer nuevas aplicaciones lineales y, en esos casos,
escribiremos los elementos de Rn como columna para que el producto de matrices tenga
sentido. El resto de ocasiones, por simplicidad en la escritura y abusando de la notación, los
escribiremos como fila.

Ası́, escribiendo con propiedad, serı́a

∇f(a) =

 ∂f
∂x1

(a)

...
∂f
∂xn

(a)


Gráficamente, cuando pensamos en funciones de dos variables, la derivada parcial con

respecto a x se corresponde con este proceso:

1. Cortar la gráfica z = f(x, y) por el plano y = y0.

2. Calcular la derivada (en el plano y = y0) de la función (unidimensional) z = f(x, y0).
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Esto queda bien ilustrado si visualizamos la idea que aparece en esta construcción:

https://www.geogebra.org/m/ptzufvkv

Cuando existe la derivada parcial k-ésima en todo punto a ∈ A podemos definir la fun-
ción

∂f

∂xk

: A → R

Ejemplos 1.3. 1.- Si f(x) = sen(x+ 2y + 3z),

∂f

∂x
(x, y, z) = cos(x+2y+3z)

∂f

∂y
(x, y, z) = 2 cos(x+2y+3z)

∂f

∂z
(x, y, z) = 3 cos(x+2y+3z).

2.- f(x, y) = cos xy + x cos y

∂f

∂x
(x, y) = −y senxy + cos y

∂f

∂y
(x, y) = −x senxy − x cos y.

3.- f(x, y) = x1/3y1/3

∂f

∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

0

h
= 0.

∂f

∂y
(0, 0) = ĺım

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

0

h
= 0.

Podemos pensar qué relación tienen esas derivadas parciales (y las rectas que definen)
con el plano tangente a la gráfica de z = f(x, y) en un punto:

Relación con plano tangente: https://www.geogebra.org/m/EWMQ8qnr
Imagen ilustrativa derivadas parciales: https://smccd.instructure.com/courses/

19729/pages/geogebra-app-illustrating-partial-derivatives?module_item_
id=613312

Derivadas direccionales y gradiente: https://www.geogebra.org/m/VKU7BrFK

Definición 1.4. Si f : A ⊂ Rn → R es una función, a es un punto interior a A y v⃗ ∈ Rn \ {0},
se define la derivada de f según el vector v⃗ en el punto a como

ĺım
h→0

f(a+ hv⃗)− f(a)

h

cuando este lı́mite existe.

Observación 1.5. Si {e⃗1, . . . , e⃗n} es la base canónica de Rn, entonces la derivada parcial
∂f
∂xi

(a) coincide con la derivada según el vector e⃗i, esto es

∂f

∂xi

(a) =
∂f

∂e⃗i
(a).
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2. Planos tangentes y diferenciabilidad

Tras haber visto cómo calcular derivadas parciales vamos a profundizar en las ideas que
extienden los conceptos del Análisis Matemático en una variable al caso multivariable. En
concreto, sabemos que dada una función g : D ⊂ R → R y un punto a interior a D en el que
g es derivable, se tiene que la recta tangente viene dada por la ecuación

y = g(a) + g′(a) · (x− a).

Esa fórmula puede ser extendida a funciones de dos variables de modo natural y a funciones
de un número arbitrario de variables haciendo un pequeño ejercicio de abstracción. Nos
vamos a detener ahora en el caso de una función f : D ⊂ Rn → R, a = (a1, a2) un punto
interior a D y tal que existen ∂f

∂x
(a) y ∂f

∂y
(a).

Debemos observar que, dentro del plano y = a2 la recta tangente a la curva z = f(x, a2)
en el punto (a1, a2) tiene por ecuación

r1 : z = f(a1, a2) +
∂f

∂x
(a1, a2)(x− a1).

Del mismo modo, dentro del plano x = a1 la recta tangente a la curva z = f(a1, y) en el
punto (a1, a2) tiene por ecuación

r2 : z = f(a1, a2) +
∂f

∂y
(a1, a2)(y − a2).

El plano tangente a la gráfica z = f(x, y) en el punto (a1, a2), si es que existe, debe ser el
plano que contiene a esas dos rectas r1 y r2.

Un vector paralelo a r1 es el vector v⃗1 = (1, 0, ∂f
∂x
(a1, a2) mientras que un vector paralelo a

r2 es v⃗2 = (0, 1, ∂f
∂y
(a1, a2). Ası́, un vector normal al plano tangente que buscamos puede ser

n⃗ = v⃗1 × v⃗2 =
(
− ∂f

∂x
(a1, a2),−

∂f

∂y
(a1, a2), 1

)
y, por tanto, una ecuación del plano tangente

n⃗ ·
(
x− a1, y − a2, z − f(a1, a2)

)
= 0

equivalentemente:

z − f(a1, a2) =
∂f

∂x
(a1, a2)(x− a1) +

∂f

∂y
(a1, a2)(y − a2).

En concreto, hemos visto (gráficamente) que la función f(x, y) = x
1
3y

1
3 admite derivadas

parciales en (0, 0) y ambas son iguales a 0 pero la función no queda bien aproximada por ese
plano, por lo que el que deberı́a ser el plano tangente no merece ser llamado ası́. Nos falta
profundizar en los aspectos teóricos para establecer esa definición.

La tradicional definición de derivada en un punto para funciones de una variable equi-
vale a la existencia de recta tangente en ese punto y además que esa recta tangente aproxime
bien a la función. De hecho, la existencia de

ĺım
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= f ′(x0)
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es equivalente a que

ĺım
x→x0

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)

x− x0

= 0.

Ese último lı́mite indica que la recta tangente y = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) aproxima bien
la función en las cercanı́as de x0. Extendiendo esta noción al caso general obtenemos la
siguiente definición.

Definición 2.1. Sea f : D ⊂ Rn → R y sea x0 ∈ Int(D). Entonces se dice que f es diferenciable

en x0 si existen todas las derivadas parciales
∂f

∂x1

(x0),
∂f

∂x2

(x0), . . . ,
∂f

∂xn

(x0) y

ĺım
x→x0

f(x)− f(x0)−
∂f

∂x1

(x0)(x1 − x01)−
∂f

∂x2

(x0)(x2 − x02)− · · · − ∂f

∂xn

(x0)(xn − x0n)

∥x− x0∥
= 0.

Observación 2.2. En las condiciones de la definición 2.1, el subconjunto de Rn+1 definido
por

xn+1 = f(x0) +
∂f

∂x1

(x0)(x1 − x01) +
∂f

∂x2

(x0)(x2 − x02) + · · · − ∂f

∂xn

(x0)(xn − x0n)

es un hiperplano afı́n en Rn+1 y, extendiendo los razonamientos que hemos hecho antes, repre-
sentará al hiperplano tangente a la gráfica xn+1 = f(x1, . . . , xn) en el punto (x0, f

(
x0)
)
, cuando

esta estructura exista. En el caso particular en el que n = 1 con esa expresión obtenemos la
recta tangente y en el caso n = 2 obtenemos el plano tangente.

La definición 2.1 precisamente lo que hace es imponer que el “candidato a plano tangen-
te” aproxime bien a la función. Llamando

Tx0(x) = f(x0) +
∂f

∂x1

(x0)(x1 − x01) +
∂f

∂x2

(x0)(x2 − x02) + · · · − ∂f

∂xn

(x0)(xn − x0n)

= f(x0) + ⟨∇f(x0),x− x0⟩
a la función que nos da el plano tangente de forma explı́cita tenemos que la definición de
diferenciabilidad se convierte en

ĺım
x→x0

f(x)− Tx0(x)

∥x− x0∥
= 0.

Ejemplos 2.3. 1.- La función f(x, y) = x1/3y1/3 verifica que ∂f
∂x
(0, 0) = ∂f

∂y
(0, 0) = 0 pero, si

la representamos gráficamente, vemos que el plano z = 0 no la aproxima bien:
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Por lo que, según lo que hemos dicho, la función no deberı́a ser diferenciable en (0, 0).
Vamos a comprobarlo. Para ello intentaremos calcular

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)− ∂f
∂x
(0, 0)(x− 0)− ∂f

∂y
(0, 0)(y − 0)√

x2 + y2
= ĺım

(x,y)→(0,0)

x1/3y1/3√
x2 + y2

pero cuando nos aproximamos a (0, 0) según la recta x = y vemos que x1/3y1/3√
x2+y2

se convierte en

x2/3
√
2x2

y ĺımx→0+
x2/3
√
2x2

= ĺımx→0+
x2/3
√
2x

= +∞, con lo que vemos que, efectivamente, la función
no es diferenciable en (0, 0).

2.- Sea f : R2 → R la función constante f(x, y) = M entonces para cualquiera que sea
(a, b) ∈ R2 se tiene que f es diferenciable en (a, b).

En efecto, observamos en primer lugar que, por tratarse de una función constante,

∂f

∂x
(a, b) =

∂f

∂y
(a, b) = 0.

Para determinar si es diferenciable debemos calcular el lı́mite

ĺım
(x,y)→(a,b)

f(x, y)− f(a, b)− ∂f
∂x
(a, b)(x− a)− ∂f

∂y
(a, b)(y − b)

∥(x, y)− (a, b)∥
=

ĺım
(h,k)→(0,0)

f
(
(a, b) + (h, k)

)
− f(a, b)

∥(h, k)∥
=

ĺım
(h,k)→(0,0)

f(a+ h, b+ k)− f(a, b)

∥(h, k)∥

= ĺım
(h,k)→(0,0)

M −M − 0

∥(h, k)∥
= ĺım

(h,k)→(0,0)

0

∥(h, k)∥
= 0

Por lo que concluimos que, efectivamente, la función es diferenciable.

Proposición 2.1 (Propiedades de las funciones diferenciables). Sean f, g : U ⊂ Rn → R dife-
renciables en a y sea c ∈ R. Entonces
1) La función h1 : U ⊂ Rn → R definida por h1(x) = cf(x) es diferenciable en a y

∇h1(a) = c∇f(a).

2) La función h2 : U ⊂ Rn → R definida por h2(x) = f(x) + g(x) es diferenciable en a y

∇h2(a) = ∇f(a) +∇g(a).

3) La función h3 : U ⊂ Rn → R definida por h3(x) = f(x)g(x) es diferenciable en a y

∇h3(a) = ∇f(a) g(a) + f(a)∇g(a).

4) Supongamos que g no se anula en U. Entonces h4 : U ⊂ Rn → R definida por h4(x) = f(x)
g(x)

es
diferenciable en a y

∇h4(a) =
g(a)∇f(a)− f(a)∇g(a)

g(a)2
.
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Demostración. Las pruebas de los apartados 1,2 y 3 son exactamente iguales a las del corres-
pondiente teorema para funciones de una variable. En el caso de 4 las ideas son también
similares pero puede resultar un poco más farragosa la notación. Nos centraremos en esa
prueba.

Lo vamos a hacer por pasos. En lugar de probar directamente ese apartado probaremos
que 1

g
es diferenciable y su gradiente es

∇1

g
(a) =

1

g(a)2
(−∇g(a))

Para ello debemos evaluar

ĺım
x→a

1
g(x)

−
(

1
g(a)

− 1
g(a)2

∇g(a) • (x− a)
)

∥x− a∥

y ver que su valor es 0.
Tenemos entonces que

1
g(x)

−
(

1
g(a)

− 1
g(a)2

∇g(a) • (x− a)
)

∥x− a∥
=

1

∥x− a∥

(
1

g(x)
−
( 1

g(a)
− 1

g(a)2
∇g(a) • (x− a)

))

=
g(a)2 − g(a)g(x) + g(x)∇g(a) • (x− a)

∥x− a∥ g(x)g(a)2

=
g(a)

(
g(a)− g(x)+∇g(a) • (x− a)

)
−g(a)∇g(a) • (x− a) + g(x)∇g(a) • (x− a)

∥x− a∥ g(x)g(a)2

(1) =
g(a)

(
g(a)− g(x)+∇g(a) • (x− a)

)
∥x− a∥ g(x)g(a)2

+

(
g(x)− g(a)

)
∇g(a) • (x− a)

∥x− a∥ g(x)g(a)2
.

Llamemos ahora ξ(x) =
g(x)− g(a)−∇g(a) • (x− a)

∥x− a∥
. Como g es diferenciable en a tene-

mos que ĺımx→a ξ(x) = 0. Con esta nueva notación tenemos que

g(x)− g(a) = ξ(x)∥x− a∥+∇g(a) • (x− a).

Ahora reescribiremos la expresión 1 con la notación que hemos introducido:

−1

g(x)g(a)
ξ(x) +

(
ξ(x)∥x− a∥+∇g(a) • (x− a)

)
∇g(a) • (x− a)

∥x− a∥ g(x)g(a)2
.

Es obvio que el sumando de la izquierda tiende a 0. Pero también lo hace el de la derecha:∣∣∣∣∣∣
(
ξ(x)∥x− a∥+∇g(a) • (x− a)

)
∇g(a) • (x− a)

∥x− a∥ g(x)g(a)2

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤

∥∥∥ξ(x)∥x− a∥+∇g(a) • (x− a)
∥∥∥

∥x− a∥ |g(x)|g(a)2
∥∇g(a)∥∥x− a∥
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≤

∥∥∥ξ(x)∥x− a∥+∇g(a) • (x− a)
∥∥∥

|g(x)|g(a)2
∥∇g(a)∥

≤ ∥∇g(a)∥
|g(x)|g(a)2

(
|ξ(x)|∥x− a∥+ ∥∇g(a)∥ ∥x− a∥

)
,

que tiende a 0.
Para terminar la prueba del apartado 4 únicamente hay que aplicar el apartado 3 (gra-

diente del producto de dos funciones) a las funciones f y 1
g
. ■

3. Diferenciabilidad de funciones f : Rn → Rm

Hasta aquı́ hemos considerado el caso de funciones f : Rn → R pero sin mucho esfuerzo
adicional podemos considerar un caso más general, el de las funciones f : Rn → Rm. En este
caso se puede pensar en f como en una “colección” de m funciones, que son sus componentes.

Ası́, f : A ⊂ Rn → Rm puede pensarse como f = (f1, . . . , fn) donde cada fi : Rn → R.
De esta manera, podemos hablar de la derivadas parciales de f en un punto a interior a

su dominio de definición:

∂f

∂xi

(a) =

(
∂f1
∂xi

(a), , . . . ,
∂fm
∂xi

(a)

)
Podemos tener en cuenta las mn derivadas parciales que se obtienen cuando tenemos en

cuenta todas las posibles derivadas parciales que se pueden calcular. Lo habitual es recoger
esta información de forma matricial.

Definición 3.1. Dada la función f : A ⊂ Rn → Rm, f = (f1, . . . , fm), supongamos que a es un

punto interior a A y que además existe
∂fi
∂xj

(a) para cada i = 1, . . . ,m y cada j = 1, . . . , n.

Entonces llamaremos matriz Jacobiana de f en el punto a a

Jf(a) =


∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)
∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) · · · ∂f2
∂xn

(a)
...

... . . . ...
∂fm
∂x1

(a) ∂fm
∂x2

(a) · · · ∂fm
∂xn

(a)



Ejemplo 3.2.

Matriz Jacobiana en (0, 0) de f(x, y) = (ex + cos y, x cos y).
f1(x, y) = ex + cos y f2(x, y) = x cos y.

Jf((x, y)) =

(
∂f1
∂x

(x, y) ∂f1
∂y

(x, y)
∂f2
∂x

(x, y) ∂f2
∂x2

(x, y)

)
=

(
ex − sin y

cos y −x sin y

)
=⇒ J(f, (x, y)) =

(
1 0
1 0

)
Extendemos la definición de diferenciabilidad a funciones vectoriales de variable vecto-

rial.
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Definición 3.3. Sean f : A ⊂ Rn → Rm y a ∈ Int (A). Decimos que f es diferenciable en a si
existe una aplicación lineal La : Rn → Rm verificando que

ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)− La(h)

∥h∥
= 0

En ese caso a la aplicación La se le llama diferencial de f en a y se representará por Df(a).

Df(a)(x) = La(x)

Teorema 3.1. Si f : A ⊂ Rn → Rm es diferenciable en un punto a ∈ Int(A), se tiene que la
diferencial de f es única.

Demostración. Vamos a ver cómo actúa La sobre un vector cualquiera ej = (0, 0, . . . , 1)
j

, . . . , 0)

de la base canónica de Rn. Como

ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)− La(h)

∥h∥
= 0 (h ∈ Rn)

en particular se tiene que

ĺım
h→0

f(a+ hej)− f(a)− La(hej)

∥hej∥
= 0 (h ∈ R).

Afirmar que ese lı́mite existe, y es nulo, es equivalente a afirmar que existen, y son nulos,
los m lı́mites asociados a las componentes de f = (f1, . . . , fm) y de La = (La1, . . . ..., Lam).

ĺım
h→0

f1(a+ hej)− f1(a)− La1(hej)

∥hej∥
= · · · = ĺım

h→0

fm(a+ hej)− fm(a)− Lam(hej)

∥hej∥
= 0

Trabajemos con uno cualquiera de esos lı́mites

ĺım
h→0

fi(a+ hej)− fi(a)− Lai(hej)

∥hej∥
= ĺım

h→0

fi(a+ hej)− fi(a)− hLai(ej)

|h|
= 0

y, consecuentemente,

ĺım
h→0

fi(a+ hej)− fi(a)− hLai(ej)

h
= 0,

lo que equivale a que

ĺım
h→0

fi(a+ hej)− fi(a)

h
− Lai(ej) = 0

y, por tanto,

Lai(ej) = ĺım
h→0

fi(a+ hej)− fi(a)

h
=

∂fi
∂xj

(a).

Como una aplicación lineal queda determinada por las imágenes de los elementos de una
base, la aplicación La es única para cada a ∈ A. ■
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Figura 1: Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)

Corolario 3.2. Sea f : A ⊂ Rn → Rm y a ∈ Int(A). Si f es diferenciable en a entonces existen
todas la derivadas parciales en el punto a y la matriz de la diferencial referida a las bases canónicas es
la matriz Jacobiana de f .

M(Df(a))(BRn
c ,BRm

c ) = Jf(a) =


∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)
∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) · · · ∂f2
∂xn

(a)
...

... . . . ...
∂fm
∂x1

(a) ∂fm
∂x2

(a) · · · ∂fm
∂xn

(a)



La definición que acabamos de dar de diferenciabilidad extiende la que habı́amos visto
para funciones f : R → R. No hay nada más que observar la relación que existe entre al
plano tangente en a y la diferencial. En efecto, la ecuación del plano tangente es

Ta(x) = f(a) +
∂f

∂x1

(a)(x1 − a1) +
∂f

∂x2

(a)(x2 − a2) + · · · − ∂f

∂xn

(a0)(xn − an)

y puede reescribirse como

Ta(x) = f(a) +Df(a)(x− a).

Esa nueva interpretación nos lleva a otro corolario (que ya se podı́a esperar):

Corolario 3.3. Sea f : Rn → Rm y a ∈ Dom (f). Se tiene que f es diferenciable en a si y solo si fi
es diferenciable en a para todo i = 1, . . . ,m.

Resulta ahora inmediato probar una generalización de la Proposición 2.1, que nos va a
permitir calcular fácilmente la diferencial de funciones construidas a partir de otras conoci-
das.
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Corolario 3.4 (Propiedades de las funciones diferenciables). Sean f, g : U ⊂ Rn → Rm diferen-
ciables en a y sea c ∈ R. Entonces
1) La función h1 : U ⊂ Rn → Rm definida por h1(x) = cf(x) es diferenciable en a y

Dh1(a) = cDf(a).

2) La función h2 : U ⊂ Rn → Rm definida por h2(x) = f(x) + g(x) es diferenciable en a y

Dh2(a) = Df(a) +Dg(a).

La Proposición2.1 tenı́a cuatro apartados, pero el tercero y el cuarto no tienen sentido
cuando los valores de la función están en Rm. No hay forma de adaptar el cuarto apartado,
pero el tercero sı́ puede adaptarse a este nuevo contexto, cambiando el producto de números
reales por el producto escalar en Rm.

Proposición 3.5 (Diferenciabilidad del producto escalar). Sean f, g : D ⊂ Rn → Rm aplicacio-
nes diferenciables en x0 ∈ D. Entonces la función f •g : D ⊂ Rn → R, donde (f •g)(x) = f(x) •g(x),
también es una función diferenciable en x0 y

D(f • g)(x0) = Df(x0) • g(x0) + f(x0) • Dg(x0)

Demostración. Lo que debemos probar finalmente es que

|f(x0 + h) • g(x0 + h)− f(x0) • g(x0)− [g(x0) • Df(x0)(h) + f(x0) • Dg(x0)(h)]|
∥h∥

tiende a 0 cuando h → 0. Utilizaremos una técnica parecida a la que se usaba para funciones
de una variable. Teniendo en cuenta que f(x0 + h) • g(x0 + h) − f(x0) • g(x0) = g(x0 + h) •

(f(x0 + h)− f(x0)) + f(x0) • (g(x0 + h)− g(x0)) llegamos a que

ĺım
h→0

|f(x0 + h) • g(x0 + h)− f(x0) • g(x0)− [g(x0) • Df(x0)(h) + f(x0) • Dg(x0)(h)]|
∥h∥

=

= ĺım
h→0

|g(x0 + h) • (f(x0 + h)− f(x0))− g(x0) • Df(x0)(h) + f(x0) • (g(x0 + h)− g(x0)−Dg(x0)(h))|
∥h∥

.

Que este lı́mite es 0 se obtiene descomponiendo ese lı́mite en suma de otros dos lı́mites
nulos. Comencemos por la parte “fácil”

ĺım
h→0

|f(x0) • (g(x0 + h)− g(x0)−Dg(x0)(h))|
∥h∥

≤ ∥f(x0)∥ ĺım
h→0

∥g(x0 + h)− g(x0)−Dg(x0)(h)∥
∥h∥

= 0.

Por otra parte,

ĺım
h→0

|g(x0 + h) • (f(x0 + h)− f(x0))− g(x0) • Df(x0)(h)|
∥h∥

≤

ĺım
h→0

|g(x0 + h) • (f(x0 + h)− f(x0))− g(x0 + h) • Df(x0)(h)|
∥h∥

+ĺım
h→0

|(g(x0 + h)− g(x0)) • Df(x0)(h)|
∥h∥

= 0.

■
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Para poder avanzar con la teorı́a, vamos a establecer un resultado que extiende lo que
ocurre en funciones reales de una variable real: toda función diferenciable es continua. No
es ası́ el caso cuando una función tiene derivadas parciales pero no llega a ser diferenciable.
Más adelante veremos una extendida casuı́stica.

Proposición 3.6. Si f : A ⊂ Rn → Rm es diferenciable en un punto a ∈ Int(A), se tiene que f es
continua en a.

Demostración. Suponemos que f es diferenciable en a Ocurre lo siguiente:

∥f(a+ h)− f(a)∥ = ∥h∥∥f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h) +Df(a)(h)∥
∥h∥

≤

≤ ∥h∥∥f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)∥
∥h∥

+ ∥h∥∥Df(a)(h)∥
∥h∥

=

=
∥h∥ ∥f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)∥

∥h∥
+ ∥Df(a)(h)∥

↓ ↓ ↓
0 0 0

■

4. Diferencial de la composición: regla de la cadena

Lema 4.1. Sea L : Rn → Rm una aplicación lineal. Entonces:
a) Existe M > 0 tal que ∥L(x)∥ ≤ M∥x∥ para cada x ∈ Rn.
b) L es continua en 0.
c) L es continua en todo punto a ∈ Rn

Demostración. Supongamos que A = (aij) = MBc,Bc(L). Entonces

∥L(x)∥ =

∥∥∥∥∥∥∥A
x1

...
xn


∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
 a11x1 + · · ·+ a1nxn

· · ·
am1x1 + · · ·+ amnxn

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


⟨
( a11

...
a1n

)
,

( x1

...
xn

)
⟩

· · ·

⟨
( am1

...
amn

)
,

( x1

...
xn

)
⟩


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

([
⟨
( a11

...
a1n

)
,

( x1

...
xn

)
⟩
]2

+ · · ·+
[
⟨
( am1

...
amn

)
,

( x1

...
xn

)
⟩
]2) 1

2

≤

([∥∥∥∥( a11
...

a1n

)∥∥∥∥2 + · · ·+
∥∥∥∥( am1

...
amn

)∥∥∥∥2
]
·
∥∥∥∥( x1

...
xn

)∥∥∥∥2
) 1

2

=

√√√√ ∑
i=1,...,m
j=1,...,n

a2ij

∥∥∥∥( x1

...
xn

)∥∥∥∥
= M ·

∥∥∥∥( x1

...
xn

)∥∥∥∥ , para M =

√√√√ ∑
i=1,...,m
j=1,...,n

a2ij.
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b) La desigualdad anterior prueba que L es continua en 0, puesto que si x → 0, se tiene que
L(x) → 0.

c) Por otra parte, también prueba la linealidad en cualquier punto a ∈ Rn. En efecto, si
x → a se tiene que x− a → 0, con lo que L(x)−L(a) = L(x− a) → 0, lo que es lo mismo que
decir L(x) → L(a). ■

Teorema 4.2 (Regla de la cadena). Sean f : U ⊂ Rn → Rm y g : V ⊂ Rm → Rp con f(U) ⊂ V.
Si f es diferenciable en a y g lo es en f(a), entonces h = g ◦ f : U ⊂ Rn → Rp es diferenciable en a y
además

Dh(a) = D(g ◦ f)(a) = Dg(f(a))Df(a).

Demostración. Queremos probar que si f es diferenciable en a y g lo es en f(a), entonces g ◦f
es diferenciable en a y además

D(g ◦ f)(a) = Dg(f(a)) ◦Df(a).

Para ello, tenemos que probar que cierto lı́mite es 0. Comencemos:

∥g ◦ f(a+ h)− g ◦ f(a)−Dg(f(a)) (Df(a)(h))∥
∥h∥

=

∥g ◦ f(a+ h)− g ◦ f(a)−Dg(f(a)) (f(a+ h)− f(a)− [f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)])∥
∥h∥

≤

∥g(f(a+ h))− g(f(a))−Dg(f(a))[f(a+ h)− f(a)]∥
∥h∥

+
∥Dg(f(a))[f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)]∥

∥h∥
≤

∥f(a+ h)− f(a)∥
∥h∥

· ϕ(h) +M
∥f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)∥

∥h∥
,

donde M es una constante que proporciona la linealidad de Dg(f(a)) de acuerdo con el lema
4.1 y ϕ es la función definida por

ϕ(x) =

{
∥g(f(a+h))−g(f(a))−Dg(f(a))(f(a+h)−f(a))∥

∥f(a+h)−f(a)∥ si f(a+ h) ̸= f(a)

0 si f(a+ h) = f(a)

(obsérvese que esta función es una función análoga a la que se utilizaba en la prueba de
la regla de la cadena para funciones de una variable). Probaremos que ϕ es una función
continua en 0. Admitiendo este hecho (se probará un poco más tarde) resulta que

∥g ◦ f(a+ h)− g ◦ f(a)−Dg(f(a)) (Df(a)(h))∥
∥h∥

≤

∥f(a+ h)− f(a)∥
∥h∥

· ϕ(h) +M
∥f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)∥

∥h∥
≤(

∥f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)∥
∥h∥

+
∥Df(a)(h)∥

∥h∥

)
ϕ(h) +M

∥f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)∥
∥h∥

y esta última expresión tiende a 0 cuando h tiende a 0. En efecto,

ĺım
h→0

∥f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)∥
∥h∥

= 0
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por ser f diferenciable en a,
∥Df(a)(h)∥

∥h∥
está acotado (recuérdese de nuevo que, por el lema 4.1, existe M∗ > 0 tal que ∥Df(a)(z)∥ ≤
M∗∥z∥ para cada z ∈ Rn por ser Df(a) una aplicación lineal), con lo que el primer sumando
de la última expresión de arriba es el producto de una función acotada por una que tiende a
0 (ya hemos observado que ϕ(h) → 0 cuando h → 0). Por otra parte, es claro que el segundo
sumando de la última expresión de arriba también es convergente hacia 0, puesto que f es
diferenciable en a.

Ası́, para finalizar la prueba sólo resta comprobar que, efectivamente, ϕ es continua en
0. Tomemos para ello una sucesión (hn)n∈N tal que ĺımn→∞ hn = 0. Llamemos I = {n ∈ N :
f(a+ hn) = f(a)}. En estas condiciones se tiene que

ĺım
n→∞
n̸∈I

ϕ(hn) = ĺım
n→∞
n̸∈I

∥g(f(a+ hn))− g(f(a))−Dg(f(a))(f(a+ hn)− f(a))∥
∥f(a+ hn)− f(a)∥

= 0,

puesto que f(a + hn) − f(a) → 0 cuando n → ∞. Como obviamente ϕ(hn) = 0 si n ∈ I, se
concluye que ĺımn→∞ ϕ(hn) = 0, con lo que ϕ es continua en 0. ■

Si queremos expresar la diferencial en términos matriciales, tenemos que la matriz jaco-
biana de la composición

J(g ◦ f)(a) = Jg(f(a)) · Jf(a)

J(g ◦ f)(a) =



∂h1

∂x1

(a)
∂h1

∂x2

(a) · · · ∂h1

∂xn

(a)

∂h2

∂x1

(a)
∂h2

∂x2

(a) · · · ∂h2

∂xn

(a)

...
... . . . ...

∂hp

∂x1

(a)
∂hp

∂x2

(a) · · · ∂hp

∂xn

(a)


=



∂g1
∂y1

(f(a)) · · · ∂g1
∂ym

(f(a))

∂g2
∂y1

(f(a)) · · · ∂g2
∂ym

(f(a))

... . . . ...
∂gp
∂y1

(f(a)) · · · ∂gp
∂ym

(f(a))





∂f1
∂x1

(a)
∂f1
∂x2

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)

∂f2
∂x1

(a)
∂f2
∂x2

(a) · · · ∂f2
∂xn

(a)

...
... . . . ...

∂fm
∂x1

(a)
∂fm
∂x2

(a) · · · ∂fm
∂xn

(a)


=



m∑
i=1

∂g1
∂yi

(f(a))
∂fi
∂x1

(a) · · ·
m∑
i=1

∂g1
∂yi

(f(a))
∂fi
∂xn

(a)

m∑
i=1

∂g2
∂yi

(f(a))
∂fi
∂x1

(a) · · ·
m∑
i=1

∂g2
∂yi

(f(a))
∂fi
∂xn

(a)

... . . . ...
m∑
i=1

∂gp
∂yi

(f(a))
∂fi
∂x1

(a) · · ·
m∑
i=1

∂gp
∂yi

(f(a))
∂fi
∂xn

(a)


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∂hi

∂xj

(a) =
m∑
r=1

∂gi
∂yr

(f(a))
∂fr
∂xj

(a)

Ejemplo 4.1. Sean f : R2 → R2 y g : R2 → R3, con f(x, y) = (cosxy, ex+2) y g(x, y) =
(x + y, 3y − 1, xy). Puesto que las parciales de f y g existen y son continuas en todo R2, se
sigue que f y g son diferenciables en todo R2. Por tanto g ◦ f : R2 → R3 es diferenciable en
todo R2 y

Dh(x, y) = D(g ◦ f)(x, y) = Dg(f(x, y))Df(x, y).

veamos en (x, y) = (0, 0)

Df(x, y) =

(
−y sinxy −x sinxy

ex+2 0

)
=⇒ Df(0, 0) =

(
0 0
e2 0

)

Dg(f(x, y)) =

 1 1
0 3
y x

 =⇒ Dg(f(0, 0)) = Dg(1, e2)) =

 1 1
0 3
e2 1


Dh(0, 0) = Dg(1, e2)Df(0, 0) =

 1 1
0 3
e2 1

( 0 0
e2 0

)
=

 e2 0
3e2 0
e2 0


También

(x, y)
f−→ (cosxy, ex+2)

g−→ (cosxy + ex+2, 3ex+2 − 1, ex+2 cosxy)

Dh(x, y) =

 −y sinxy + ex+2 −x sinxy
3ex+2 0

−y sinxyex+2 + cosxyex+2 −x cosxyex+2

 =⇒ Dh(0, 0) =

 e2 0
3e2 0
e2 0



Ejemplo 4.2. Sean h : R → R2 con h(t) = (x(t), y(t)) = (et + 3e−t, 5e−t) y z : R2 → R con
z(x, y) = x2 + y. Puesto que las parciales de h y z existen y son continuas en todo R y R2

respectivamente, se sigue que h y z son diferenciables en todo R2. Por tanto z ◦ h : R → R es
diferenciable en todo R

(t)
h−→ (x(t), y(t))

z−→ z(x(t), y(t))

Como

Dz(x, y) = D(z ◦ h)(t) = Dz(h(t))Dh(t) = Dz(x(t), y(t)) ·Dh(t) =(
∂z

∂x
(h(t))

∂z

∂y
h((t))

)
.

 ∂x

∂t
(t)

∂y

∂t
(t)

 =

∂z

∂x

∂x

∂t
+

∂z

∂y

∂y

∂t

veamos en t = 3
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Dz(x(t), y(t)) =
(
2x 1

)
=⇒ Dz(x(3), y(3)) =

(
2e3 + 6e−3 1

)
D(h(t)) =

(
et − 3e−t

5e−t

)
=⇒ D(h(3)) =

(
e3 − 3e−3

5e−3

)

Dz(h(3)) = Dz(x(3), y(3))Dh(3) =
(
2e3 + 6e−3 1

)( e3 − 3e−3

5e−3

)
= (2e3+6e−3)(e3−3e−3)+5e−3

∂z

∂x

∂x

∂t
+

∂z

∂y

∂y

∂t
= 2x(t) · (et − 3e−t)3 + 1 · (5e−t)3

También
(t)

h−→ (et + 3e−t, 5e−t)
z−→ (et + 3e−t)2 + 5e−t

D(z ◦ h)(t) = (2et + 6e−t)(et − 3e−t) + 5e−t

Ejercicios 4.3. Dadas las funciones

1. f(x) = ((x− 1)2, (x+ 1)2) y g(y1, y2) = (y1)
2 + (y2)

2

2. f(t) = (t, t2, t3) y g(x, y, z) =
∫ y+2x

x
(u2 + u) du

3. f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + 1) y g(u) = (lnu, eu)

Calcula en cada caso si la composición es diferenciable y en esos casos da su matriz.

Una consecuencia importante de la regla de la cadena es una versión n-dimensional del
teorema del valor medio:

Proposición 4.3 (Valor medio). Sea f : U ⊂ Rn → R diferenciable en U y sean a, b ∈ Rn tales que
el segmento [a, b] delimitado por a y b verifica [a, b] ⊂ U. Entonces existe c ∈ [a, b] tal que

f(b)− f(a) = ∇f(c) • (b− a) = Df(c)(b− a).

Demostración. Consideremos la aplicación g : [0, 1] → R definida por g(t) = f(a + t(b − a)).
Entonces g es una función g : R → R que verifica las hipótesis del conocido teorema del
valor medio para funciones de una variable real, ya que g(0) = f(a), g(1) = f(b); por lo
tanto existe t0 ∈ (1, 0) tal que g(1)−g(0) = g′(t0)(1−0). Haciendo c = bt0+(1− t0)a, tenemos

f(b)− f(a) = g(1)− g(0) = g′(t0) = Dg(t0)(1) =(
∂f

∂x1

(c), · · · , ∂f

∂xn

(c)

)
(b− a) = ∇f(c) • (b− a).

■
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Figura 2: https://www.geogebra.org/m/Bx8nFMNc.

5. Derivadas direccionales

No habı́amos introducido hasta ahora el concepto de derivada direccional. Este concepto
extiende la idea de derivada parcial y nos da una idea de cómo varı́a una función en una
determinada dirección prefijada. Aquı́ el lenguaje comúnmente utilizado es un poco confuso
y debemos distinguir esos conceptos: derivada según un vector (en la que no se tiene por qué
imponer que el vector sea unitario) y derivada direccional (en la que se considera siempre
un vector unitario para marcar la correspondiente dirección).

Dada una función f : A ⊂ Rn → R, un punto a interior a A y v⃗ ∈ Rn \ {0}, habı́amos
definido la derivada de f según el vector v⃗ en el punto a como

∂f

∂v⃗
(a) = Dv⃗f(a) = ĺım

h→0

f(a+ hv⃗)− f(a)

h

cuando este lı́mite existe.

Ahora vamos a dar una definición muy parecida. Cuando introducimos el apellido deri-
vada direccional debemos considerar siempre vectores unitarios.

Definición 5.1. Si f : A ⊂ Rn → R es una función, a es un punto interior a A y v⃗ ∈ Rn es un
vector unitario, se define la derivada direccional de f en la dirección del vector v⃗ en el punto a
como el siguiente lı́mite, cuando este exista y sea un número real.

∂f

∂v⃗
(a) = Dv⃗f(a) = ĺım

h→0

f(a+ hv⃗)− f(a)

h
.

Las derivadas direccionales miden la variación de la función cuando la variable se desplaza
del punto a a otro punto en la dirección del vector v⃗.

.
En el caso particular en el que el vector v⃗ coincide con uno de los vectores ei de la base

canónica de Rn la derivada según la dirección de ei se tiene que coincide con la correspon-
diente derivada parcial, esto es, ∂f

∂ei
(a) = ∂f

∂xi
(a).

Ejemplo 5.2. 1. Sea f(x, y) = x2 + y2. Calculamos, en el punto a = (0, 0), la derivada
direccional de f en la dirección del vector −→v = ( 1√

2
, 1√

2
)
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D( 1√
2
, 1√

2
)f(0, 0) = ĺım

h→0

f
(
(0, 0) + h( 1√

2
, 1√

2
)
)
− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

f
(
h( 1√

2
, 1√

2
)
)

h
= ĺım

h→0
h = 0

2. Sea f(x, y, z) = x2exyz. Calculamos, en el punto a = (1, 0, 0), la derivada direccional de
f en la dirección del vector −→v = ( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
)

D−→v f(1, 0, 0) = ĺım
h→0

f
(
(1, 0, 0) + h( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
)
)
− f(1, 0, 0)

h
=

ĺım
h→0

f
(
(1 + h√

3
, h√

3
, h√

3
)
)
− 1

h
= ĺım

h→0

(1 + h√
3
)2e

(1+ h√
3
)h

2

3 − 1

h

L’H︷︸︸︷
=

2√
3

3. Sea

f(x, y) =

{
xy2

x2+y2
(x, y) ̸= (0, 0),

0 (x, y) = 0.

Calcular la derivada direccional de f en la dirección de la recta x = y en el punto
a = (0, 0).

D( 1√
2
, 1√

2
)f(0, 0) = ĺım

h→0

f
(
(0, 0) + h( 1√

2
, 1√

2
)
)
− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

f
(
h( 1√

2
, 1√

2
)
)

h
= ĺım

h→0

h3

2
√
2

h2

h
=

1

2
√
2

Observación 5.3. Las derivadas direccionales pueden calcularse a partir de la diferencial.
Utilizando las definiciones dadas y las propiedades de los lı́mites es sencillo probar que

∂f

∂v⃗
(a) = Df(a)(v⃗).

Ejercicios 5.4. a) Sea

f(x, y) =

{
xy2

x2+y4
(x, y) ̸= (0, 0),

0 (x, y) = 0.

Calcular la derivada direccional de f en la dirección del vector unitario −→v = (v1, v2)
en el punto a = (0, 0).

b) Sea f(x, y) = cos(x + y) sin(x − y) Calcular la derivada direccional de f según el

vector −→v = (
1√
2
,− 1√

2
) en el punto a = (0, 0).

Ejercicios 5.5. Calcular la derivada de la función f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2, ex) en el punto
(1, 1, 1) y en la dirección de la recta x = y = z.
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6. Relaciones entre derivadas parciales, derivadas direccio-
nales, diferenciabilidad y continuidad

Ejemplo 6.1. 1. La función

f(x, y) =

{
x+ y x = 0 o y = 0,

1 en otro caso.

tiene derivadas parciales en el punto (0, 0): ∂f
∂x
(0, 0) = ∂f

∂y
(0, 0) = 1, pero no existen las

derivadas en la dirección del vector unitario v = (v1, v2) con v1 ̸= 0 0 v2 ̸= 0 en el punto
(0, 0).

2. La función

f(x, y) =

{
x2−y2

x2+y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

no tiene derivadas parciales en el punto (0, 0).

Una función puede tener derivadas direccionales o derivadas parciales o ambas y no
ser continua. Ası́ pues, la existencia de derivadas parciales o direccionales no implica la
continuidad de la función.

Ejemplo 6.2. La función

f(x, y) =

{
xy

x2+y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

tiene derivadas parciales en el punto (0, 0): ∂f
∂x
(0, 0) = ∂f

∂y
(0, 0) = 0 y no es continua en (0, 0).

Una función puede ser continua y no tener derivadas direccionales o derivadas parciales

Ejemplo 6.3. La función

f(x, y) =

{
x sin 1

x2+y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

es continua en (0, 0), pero no existe ∂f
∂x
(0, 0).

Una función f puede tener todas las derivadas direccionales en un punto a y no ser con-
tinua en a.

Ejemplo 6.4. La función

f(x, y) =

{
y4

x2 x ̸= 0

0 x = 0.

no es continua en (0, 0), pero existe Dvf(0, 0) = 0.

Ejemplo 6.5. Estudiamos si las siguientes funciones son diferenciables en (0, 0)

1. La función

f(x, y) =

{
x sin 1

x2+y2
(x, y) ̸= (0, 0)

1 (x, y) = (0, 0)

no es continua en (0, 0) ya que ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 ̸= f(0, 0) (cero por acotada), ası́ que

f no es diferenciable, ya que si fuese diferenciable entonces serı́a continua.
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2. La función

f(x, y) =

{
x sin 1

x2+y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

es continua en (0, 0) ya que ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0) (cero por acotada). Como se

vio en el ejemplo 6.3 no existe ∂f
∂x
(0, 0), por tanto no puede ser diferenciable (si lo fuese

entonces existirı́an sus derivadas parciales).

3. La función

f(x, y) =

{
x|y|√
x2+y2

(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

es continua en (0, 0) ya que∣∣∣∣∣ x|y|√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ x|y|√

y2

∣∣∣∣∣ ≤ |x| < δ ≤ ε

luego ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0).

Veamos si sus derivadas parciales existen

∂f

∂x
(0, 0) = D−→e1(f(0, 0)) = ĺım

h→0

f((0, 0) + he1)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

0

h
= ĺım

h→0
0 = 0

∂f

∂y
(0, 0) = D−→e1(f(0, 0)) = ĺım

h→0

f((0, 0) + he2)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

f((0, h)− f(0, 0)

h
= ĺım

h→0

0

h
= 0

Ası́ pues de ser f diferenciable tendrı́amos que

M(Df(0, 0))(BR2
c ,BR

c )
=
(

∂f
∂x
(0, 0) ∂f

∂y
(0, 0)

)
= (0, 0)

ĺım
(h1,h2)→(0,0)

f(h1, h2)− f(0, 0)−
(

∂f
∂x1

(a), ∂f
∂x2

(a)
)( h1

h2

)
∥(h1, h2)∥

=

ĺım
(h1,h2)→(0,0)

f(h1, h2)− (0, 0)

(
h1

h2

)
√

h2
1 + h2

2

=

= ĺım
(h1,h2)→(0,0)

f(h1, h2)√
h2
1 + h2

2

= ĺım
(h1,h2)→(0,0)

h1|h2|√
h2
1+h2

2√
h2
1 + h2

2

= ĺım
(h1,h2)→(0,0)

h1|h2|
h2
1 + h2

2

Como

ĺım
(h1,h2)→(0,0)

h1|h2|
h2
1 + h2

2

h1=λh2︷︸︸︷
= ĺım

h2→0

λh2|h2|
(λ2 + 1)h2

2

̸= 0

Por tanto f no es diferenciable.
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Como ya hemos visto pueden existir todas las derivadas parciales de una función en un
punto, o incluso todas las derivadas direccionales, y sin embargo esa función no ser continua
en el punto y, por lo tanto, no ser diferenciable en el punto. Pero si la función es diferenciable
en a entonces la matriz de la diferencial esta formada por las derivadas parciales de f en a.
Ası́ pues, a la hora de comprobar si una aplicación es diferenciable los pasos a seguir son:

f no continua ⇒ f no diferenciable

f continua ⇒



∄ ∂f
∂xi

⇒ f no diferenciable

∃ ∂f
∂xi

⇒


ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)

∥h∥
̸= 0 ⇒ f no diferenciable

ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)

∥h∥
= 0 ⇒ f diferenciable

7. Funciones con todas las derivadas parciales continuas: cla-
se C1

Proposición 7.1. Sea f : U ⊂ Rn → Rm. Supongamos que en un entorno del punto a ∈ U existen
y son continuas todas las derivadas parciales de f , ∂fi

∂xj
con i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n. Entonces f es

diferenciable en a.

Demostración. Supondremos que todas las derivadas parciales son continuas en U (si fuera
necesario podrı́amos considerar un abierto U ′ ⊂ U tal que a ∈ U ′ y ∂fi

∂xj
es continua en U ′

para cada i, j).
Supondremos también que f : U ⊂ Rn → R, ya que f es una función diferenciable si y

sólo si lo son todas sus funciones “componentes”.
Bajo estas hipótesis, estudiar la diferenciabilidad de la función a es equivalente a estudiar

si

ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)−
(

∂f
∂x1

(a) · h1 + · · ·+ ∂f
∂xn

(a) · hn

)
∥h∥

= 0.

Haremos la demostración para n = 3. El caso general se prueba de manera análoga.
Trabajemos entonces con el numerador de la fracción anterior:

f(a+ h)− f(a)−
(

∂f

∂x1

(a) · h1 + · · ·+ ∂f

∂x3

(a) · h3

)
=
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f(a1 + h1, a2 + h2, a3 + h3)−f(a1 + h1, a2 + h2, a3)+f(a1 + h1, a2 + h2, a3)

−f(a1 + h1, a2, a3)+f(a1 + h1, a2, a3)

−f(a)−
(

∂f

∂x1

(a) · h1 + · · ·+ ∂f

∂x3

(a) · h3

)
=

= f(a1 + h1, a2 + h2, a3 + h3)−f(a1 + h1, a2 + h2, a3)−
∂f

∂x3

(a) · h3

+f(a1 + h1, a2 + h2, a3)−f(a1 + h1, a2, a3)−
∂f

∂x2

(a) · h2

+f(a1 + h1, a2, a3)−f(a1, a2, a3)−
∂f

∂x1

(a) · h1

=
∂f

∂x3

(a1 + h1, a2 + h2, a3+θ3h3) · h3 −
∂f

∂x3

(a) · h3

+
∂f

∂x2

(a1 + h1, a2 + θ2h2, a3) · h2 −
∂f

∂x2

(a) · h2

+f(a1 + h1, a2, a3)−f(a1, a2, a3)−
∂f

∂x1

(a) · h1,

donde en la última expresión hemos aplicado el teorema del valor medio de Lagrange (de
una variable) y sustituir una diferencia de evaluación de función por la correspondiente
derivada.

Entonces

|f(a+ h)− f(a)−
(

∂f
∂x1

(a) · h1 + · · ·+ ∂f
∂xn

(a) · hn

)
|

∥h∥

≤
| ∂f
∂x3

(a1 + h1, a2 + h2, a3 + θ3h3) · h3 − ∂f
∂x3

(a) · h3|
∥h∥

+
| ∂f
∂x2

(a1 + h1, a2 + θ2h2, a3) · h2 − ∂f
∂x2

(a) · h2|
∥h∥

+
|f(a1 + h1, a2, a3)−f(a1, a2, a3)− ∂f

∂x1
(a) · h1|

∥h∥

≤ |h3|
∥h∥

∣∣∣∣ ∂f∂x3

(a1 + h1, a2 + h2, a3 + θ3h3)−
∂f

∂x3

(a)

∣∣∣∣
+
|h2|
∥h∥

∣∣∣∣ ∂f∂x2

(a1 + h1, a2 + θ2h2, a3)−
∂f

∂x2

(a)

∣∣∣∣
+
|h1|
∥h∥

|f(a1 + h1, a2, a3)−f(a1, a2, a3)− ∂f
∂x1

(a) · h1|
|h1|

.

Las dos primeras expresiones tienen por lı́mite 0 cuando h = (h1, h2, h3) → (0, 0, 0) puesto
que son producto de algo acotado y una función que tiende a 0 (estamos asumiendo la
continuidad en a de las derivadas parciales ∂f

∂x3
y ∂f

∂x2
. ■

El resultado anterior permite definir una nueva clase de funciones “buenas”.
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Definición 7.1. Diremos que f : Rn → Rm es una función de clase 1 en el conjunto A ⊂ Rn si
existen todas sus derivadas parciales (en algún abierto que contenga a A) y son continuas en
A. Escribiremos f ∈ C1(A). Si D es el dominio de definición de f, y f ∈ C1(D), escribiremos
simplemente f ∈ C1.

Observación 7.2. 1.- Aunque se ha demostrado la proposición 7.1 para funciones defi-
nidas sobre R3 la misma técnica de demostración sirve para funciones definidas sobre Rn,
alargando la demostración.

2.- En la demostración de la proposición 7.1 no se ha utilizado la continuidad de ∂f
∂x1

.
Las hipótesis de la proposición pueden relajarse y pedir que existan todas las derivadas
parciales en el abierto U y que todas, salvo tal vez una, sean continuas en a. En la prueba no
hay pérdida de generalidad si suponemos que la primera derivada es continua y es en otra
en la que falla comprobar su continuidad: únicamente se deberı́an reordenar los grupos que
aparecen en la prueba para probar esto.

Ası́, se puede mejorar el resultado que habı́amos visto antes, relajando condiciones.

Proposición 7.2. Sea f : U ⊂ Rn → Rm. Supongamos que existen todas las derivadas parciales ∂fi
∂xj

de f y que todas son continuas en un entorno de a ∈ U salvo, tal vez, una. Entonces f es diferenciable
en a.

Ejemplos 7.3. a) Sea f(x, y) = (ex+y + y, y2x)
Como las derivadas parciales existen y son continuas

∂f1
∂x

= ex+y ∂f1
∂y

= ex+y + 1

∂f2
∂x

= y2
∂f2
∂y

= 2yx

entonces f es diferenciable en todo punto

Df(x, y) =

(
ex+y ex+y + 1
y2 2yx

)
b) El recı́proco de la proposición 7.1 no es cierto. La función f : R2 → R definida a

continuación es diferenciable, pero ninguna de sus dos derivadas parciales es continua.

f(x, y) =


x2 sin 1

x
+ y2 sin 1

y
, si xy ̸= 0

x2 sin 1
x
, si x ̸= 0, y = 0

y2 sin 1
y
, si x = 0, y ̸= 0

0, si x = 0 = y

Se tiene que

∂f

∂x
(x, y) =

{
2x sin 1

x
− cos 1

x
, si x ̸= 0

0, si x = 0

∂f

∂y
(x, y) =

{
2y sin 1

y
− cos 1

y
, si y ̸= 0

0, si y = 0
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y no existen ni ĺım
(x,y)→(0,0)

∂f

∂x
(x, y) ni ĺım

(x,y)→(0,0)

∂f

∂x
(x, y). Sin embargo la aplicación es diferen-

ciable, puesto que

ĺım
(h,k)→(0,0)

|f(h, k)− f(0, 0)− ∂f
∂x
(0, 0)h− ∂f

∂y
(0, 0)k|

√
h2 + k2

≤ ĺım
(h,k)→(0,0)

h2 + k2

√
h2 + k2

= 0.

8. Funciones de clase Ck

La notación que se acaba de introducir es una notación que recuerda a la empleada para
funciones de una variable real. Esta notación se va a mantener también para las derivadas
parciales sucesivas, que desempeñan un papel importante en el cálculo en varias variables.
En particular, como ocurrı́a con las funciones de una variable, las “segundas derivadas” van
a ayudar a determinar extremos relativos.

Definición 8.1. Supongamos que f : R2 → R es una función que tiene derivadas parcia-
les continuas en un abierto U. Esto es, ∂f

∂x
(x, y) y ∂f

∂y
(x, y) son continuas en cada (x, y) ∈ U.

Supongamos que existen las segundas derivadas parciales

∂2f

∂x2
(x, y) =

∂ ∂f
∂x

∂x
(x, y),

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂ ∂f
∂x

∂y
(x, y),

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂ ∂f
∂y

∂x
(x, y),

∂2f

∂y2
(x, y) =

∂ ∂f
∂y

∂y
(x, y)

y son continuas en el conjunto A. Entonces se dice que f es una función de clase 2 en A
(f ∈ C2(A)).

De modo análogo se pueden definir las derivadas de orden superior:

Definición 8.2. Supongamos que están definidas las derivadas parciales de orden n − 1 par
una función f : Rk → R respecto de cualquier (n− 1)-upla de variables. Entonces la n-ésima
derivada parcial respecto de las variables xi1 , . . . , xin tiene la forma

∂nf

∂xin · · · ∂xi1

=
∂ ∂n−1f

∂xin ···∂xi1

∂xin

.

Dado que la notación se complica mucho cuando trabajamos con derivadas de órdenes altos,
usaremos una notación simplificada. Escribiremos

∂nf

∂xin · · · ∂xi1

= fin...i2i1 .

Ejemplo 8.3. Sea f : R3 → R una función definida por f(x, y, z) = cos(xyz). Entonces

∂f

∂x
= −yz senxyz

∂f

∂y
= −xz senxyz

∂f

∂z
= −xy senxyz.

∂2f

∂x2
= −(yz)2 cosxyz

∂2f

∂x∂y
= −z senxyz − yxz2 cosxyz

∂2f

∂x∂z
= −y senxyz − y2xz cosxyz

∂2f

∂y∂x
= −z senxyz − yxz2 cosxyz

∂2f

∂y2
= −(xz)2 cosxyz

∂2f

∂y∂z
= −x senxyz − x2yz cosxyz

∂2f

∂z∂x
= −y senxyz − y2xz cosxyz

∂2f

∂z∂y
= −x senxyz − x2yz cosxyz

∂2f

∂z2
= −(xy)2 cosxyz.
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Teorema 8.1 (Clairaut-Schwarz. Igualdad de las derivadas cruzadas). Sea f : U ⊂ Rn → R
una función f ∈ C2(U). Entonces

∂2f

∂xi∂xj

(x) =
∂2f

∂xj∂xi

(x)

para cada i, j ∈ {1, . . . , n} y cada x ∈ Rn.

Demostración. Por simplicidad, haremos la prueba para n = 2. La idea es similar cuando
incluimos más variables. Fijemos entonces (a, b) ∈ U y supongamos entonces que ∂2f

∂x∂y
(x, y)

y ∂2f
∂y∂x

(x, y) existen y son continuas en un entorno de (a, b).
Tenemos que

∂2f

∂y∂x
(a, b) = ĺım

k→0

1

k

[
∂f

∂x
(a, b+ k)

∂f

∂x
(a, b)

]
=

= ĺım
k→0

1

k
ĺım
h→0

1

h

([
f(a+ h, b+ k)− f(a, b+ k)

]
−
[
f(a+ h, b)− f(a, b)

])
= ĺım

k→0
ĺım
h→0

1

hk

([
f(a+ h, b+ k)− f(a+ h, b)

]
−
[
f(a, b+ k)− f(a, b)

])
Como

∂f

∂y
está definida en el entorno, podemos aplicar el teorema del valor medio a la fun-

ción φ(y) = f(a+ h, y)− f(a, y) para obtener

ĺım
k→0

ĺım
h→0

1

h

[∂f
∂y

(a+ h, b+ ξ(k))− ∂f

∂y
(a, b+ ξ(k))

]
Aplicando de nuevo el teorema del valor medio llegamos a

ĺım
k→0

ĺım
h→0

∂2f

∂y∂x
(a+ ζ(h), b+ ξ(k))

y la continuidad de ∂2f
∂y∂x

nos asegura que el valor de ese lı́mite es ∂2f
∂y∂x

(a, b) . ■

Alexis Clairaut (1713 - 1765)
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Ejemplo 8.4. Si las derivadas segundas no son continuas no tienen por qué ser iguales: es
el caso de

f(x) =

xy
x2 − y2

x2 + y2
, si (x, y) ̸= (0, 0)

0, si (x, y) = (0, 0).

Se tiene que

f es continua

∂f

∂x
y
∂f

∂y
son continuas

∂2f

∂x∂y

∂2f

∂y∂x
no son continuas en (0, 0).

∂2f

∂x∂y
(0, 0) ̸= ∂2f

∂y∂x
(0, 0).

Definición 8.5. Sea f : U ⊂ Rn → R, f ∈ C2(U). Llamaremos matriz Hessiana de f a la matriz

(aij)
n
i,j=1 ∈ Mn×n(R), donde aij =

∂2f

∂xi∂xj

.

Otto Hesse (1811 - 1874) Brook Taylor (1685 - 1731)
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Teorema 8.2 (Taylor de orden 2). Sea f : U ⊂ R2 → R, U abierto de R2, f ∈ C3(U) y [a,a+h] ⊂
U. Entonces existe ξ ∈ [a,a+ h] verificando

f(a+ h) = f(a)(2)

+
∂f

∂x
(a) · h1 +

∂f

∂y
(a) · h2(3)

+
∂2f

∂x2
(a)h2

1 + 2
∂2f

∂x∂y
(a)h1h2 +

∂2f

∂y2
(a)h2

2(4)

+
∂3f

∂x3
(ξ)h3

1 + 3
∂3f

∂x2∂y
(ξ)h2

1h2 + 3
∂3f

∂x∂y2
(ξ)h1h

2
2 +

∂3f

∂y3
(ξ)h3

2,

(obsérvese que 2 representa un número, 3 una aplicación lineal y 4 una forma cuadrática).

Observación 8.6. La fórmula de Taylor de orden 2 se puede escribir como

f(a+ h) ≃ f(a) + ⟨∇f(a),h⟩+ ht ·Hf(a) · h

9. Extremos relativos y puntos crı́ticos

Definición 9.1. Sea f : A ⊂ Rn → R. Decimos que f tiene un un máximo local o relativo
(mı́nimo local o relativo) en a ∈ A si existe un abierto D con a ∈ D tal que f(a) ≥ f(x)
(f(a) ≤ f(x)) para todo x ∈ D.

Ejemplo 9.2. La función f(x, y) = x2 + y2 tiene un mı́nimo en el punto (0, 0) ya que
f(0, 0) ≤ f(x, y) para todo (x, y) ∈ R2. La función g(x, y) = −x2 − y2 tiene un máximo en el
punto (0, 0) ya que f(0, 0) ≥ f(x, y) para todo (x, y) ∈ R2

Definición 9.3. Sea f : A ⊂ Rn → R. Un punto interior a ∈ A es un punto crı́tico de f si se
verifica una de las siguientes condiciones:

1. ∇f(a) = 0, es decir,
∂f

∂xi

(a) = 0 ∀i ∈ {1, · · · , n}

2. No existe
∂f

∂xi

(a) para algún i ∈ {1, · · · , n}

Ejemplo 9.4. Calcular los puntos crı́ticos de la función f(x, y) = x2 + y2 + 2x + 2y + 1.
Calculamos sus derivadas parciales e igualamos a cero:

∂f

∂x
(x, y) = 0 −→ 2x+ 2 = 0 −→ x = −1

∂f

∂y
(x, y) = 0 −→ 2y + 2 = 0 −→ y = −1


El punto (−1,−1) es un punto crı́tico de la función.
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Ejemplo 9.5. Calcular los puntos crı́ticos de la función f(x, y) =
√

x2 + y2. Observar que
el punto (0, 0) no existen las derivadas parciales y no existen puntos (x, y) ̸= (0, 0) donde las
derivadas parciales se anulen ya que :

∂f

∂x
(x, y) = 0 −→ x√

x2 + y2
= 0

∂f

∂y
(x, y) = 0 −→ x√

x2 + y2
= 0


En este caso el gradiente nunca se anula, en los puntos donde está definido, pero en el

punto (0, 0) las derivadas parciales no existen ası́ que (0, 0) es un punto crı́tico de la función.

Ejercicios 9.6. Calcula los puntos crı́ticos de la función

h(x, y) = y2 − 2y − 3x2 − x2y − 2x3

Proposición 9.1. Sea f : A ⊂ Rn → R una función diferenciable en a ∈ A. Si a es un punto interior
de A y f alcanza un extremo relativo en a, entonces a es un punto crı́tico de f (esto es, ∇f(a) = 0).

Observar que esta proposición geométricamente significa que los puntos crı́ticos son
aquellos cuyo plano tangente, si existe, es horizontal. Además la proposición nos asegura
que los extremos relativos están entre los puntos crı́ticos de la función. Es decir, todos los
extremos son punto crı́tico. Sin embargo, al igual que ocurre para una funciones de una
variable, los puntos crı́ticos de una función de varias variables no siempre son máximos o
mı́nimos relativos. Algunos puntos crı́ticos conducen a puntos de silla, que no son ni máxi-
mos ni mı́nimos relativos.

Definición 9.7. Sea f : A ⊂ Rn → R. Un punto crı́tico a ∈ A es un punto silla de f si para
todo abierto D con a ∈ D se verifica que existen puntos x ∈ D tales que f(x) ≤ f(a) y puntos
para los que f(x) ≥ f(a).

Ejemplo 9.8. Estudiar los puntos crı́ticos de la función f(x, y, z) = x5y + xy5 + xy.

∂f

∂x
(x, y) = 0 =⇒ x(5x4 + y4 + 1) = 0 =⇒ x = 0 (5x4 + y4 + 1 ≥ 0)

∂f

∂y
(x, y) = 0 =⇒ y(x4 + 5y4 + 1) = 0 =⇒ y = 0


Obtenemos que el punto (0, 0) es el único punto crı́tico de la función. Veamos si es ex-

tremo. Observar que f(0, 0) = 0 y si nos acercamos a (0, 0) por puntos de la forma y = x
tenemos que f(x, x) = 2x6 + x2 ≥ 0 y si lo hacemos por los puntos y = −x tenemos que
f(x, x) = −2x6 − x2 ≤ 0. Concluimos ası́ que (0, 0) es un punto silla.

Vamos ahora a resolver el siguiente problema.
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Ejemplo 9.9. Se quieren construir cajas abiertas de 32 m3 de volumen. Encontrar las di-
mensiones de dichas cajas que requiera la menor cantidad posible de material para su cons-
trucción.

Denominamos a las dimensiones por x ancho,y largo y z alto. Tenemos por tanto, por

hipótesis, que xyz = 32 y A(x, y, z) = xy + 2xz + 2zy, por tanto, sustituyendo z =
32

xy
, la

función que tenemos que minimizar es A(x, y) = xy +
64

y
+

64

x
(notar que x ̸= 0, y ̸= 0).

∂A

∂x
(x, y) = 0 =⇒ y − 64

x2
= 0 =⇒ x2y = 64

∂A

∂y
(x, y) = 0 =⇒ x− 64

y2
= 0 =⇒ xy2 = 64

 =⇒ y =
64

x2
; 64 = x3 =⇒ x = 4 = y

Teniendo en cuenta que z =
32

xy
= 2 se sigue que el punto (4, 4, 2) es el único punto

crı́tico de la función A. La pregunta ahora es ¿cómo sabemos que es un mı́nimo y no es un
máximo o un punto silla? La respuesta a nuestra pregunta nos la da el siguiente teorema.

Teorema 9.2. Criterio del Hessiano.- Sea f : U ⊂ Rn → R, f ∈ C2(U). Supongamos que a ∈ U
y que ∇f(a) = 0. Entonces

a) Si Hf(a) es la matriz de una forma cuadrática definida negativa, f alcanza en a un máximo
relativo estricto.

b) Si Hf(a) es la matriz de una forma cuadrática definida positiva, f alcanza en a un mı́nimo
relativo estricto.

c) Si Hf(a) es la matriz de una forma cuadrática indefinida (no degenerada) f tiene en a un punto
de silla.

Para entender el teorema anterior necesitamos hacer un inciso sobre álgebra lineal: su-
pongamos que A es una matriz simétrica.

A es definida positiva si xtAx > 0 para cada x ̸= 0.

A es definida negativa si xtAx < 0 para cada x ̸= 0.

A es indefinida si existen x1 y x2 tales que xt
1Ax1 > 0 y xt

2Ax2 < 0

A es degenerada si det(A) = 0

En términos de los autovalores de la matriz es muy sencillo saber cuándo una matriz
simétrica entra en alguna de esas categorı́as:

A es definida positiva si y solo si todos sus autovalores son positivos.

A es definida negativa si todos sus autovalores son negativos

A es indefinida si tiene algún autovalor positivo y algún autovalor negativo.
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A es degenerada si alguno de sus autovalores es 0

James Joseph Sylvester (1814 - 1897)

Para determinar si una matriz simétrica es definida positiva o definida negativa es muy
útil el criterio de Sylvester. Funciona con matrices cuadradas de tamaño arbitrario. Se basa
en estudiar los signos de los determinantes de los menores angulares de la figura:

Sea A =

(
a11 a12
a21 a22

)
a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5
a1,2 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5
a1,3 a2,3 a3,3 a3,4 a3,5
a1,4 a2,4 a3,4 a4,4 a4,5
a1,5 a2,5 a3,5 a4,5 a5,5




a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5
a1,2 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5
a1,3 a2,3 a3,3 a3,4 a3,5
a1,4 a2,4 a3,4 a4,4 a4,5
a1,5 a2,5 a3,5 a4,5 a5,5




a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5
a1,2 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5
a1,3 a2,3 a3,3 a3,4 a3,5
a1,4 a2,4 a3,4 a4,4 a4,5
a1,5 a2,5 a3,5 a4,5 a5,5




a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5
a1,2 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5
a1,3 a2,3 a3,3 a3,4 a3,5
a1,4 a2,4 a3,4 a4,4 a4,5
a1,5 a2,5 a3,5 a4,5 a5,5




a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5
a1,2 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5
a1,3 a2,3 a3,3 a3,4 a3,5
a1,4 a2,4 a3,4 a4,4 a4,5
a1,5 a2,5 a3,5 a4,5 a5,5





Si el signo de todos los determinantes señalados es positivo, la matriz es definida
positiva.

Si el signo de los determinantes alterna de este modo: -, +, -, +, - · · · (los determinates
de tamaño impar son negativos y los de tamaño par son positivos) entonces la matriz
es definida negativa.

Ejemplo 9.10. 1) Supongamos que A =

1 1 0
1 3 2
0 2 3

 Calculamos los tres determinantes

angulares:

D1 = 1, D2 =

∣∣∣∣1 1
1 3

∣∣∣∣ = 2, D3

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 3 2
0 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 2

Como sus signos (por orden) son + + + la matriz es definida positiva.
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2) Sea B =

−1 0 2
0 −3 0
2 0 −5

 Calculamos los tres determinantes angulares:

D1 = −1, D2 =

∣∣∣∣−1 0
0 −3

∣∣∣∣ = 3, D3

∣∣∣∣∣∣
−1 0 2
0 −3 0
2 0 −5

∣∣∣∣∣∣ = −3

Como sus signos (por orden) son − + − la matriz es definida negativa.

3) Sea C =

1 3 0
3 1 −1
0 −1 2

 Calculamos los tres determinantes angulares:

D1 = 1, D2 =

∣∣∣∣−1 3
3 1

∣∣∣∣ = −10, D3

∣∣∣∣∣∣
1 3 0
3 1 −1
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = −17

Como sus signos (por orden) son + − − la matriz es indefinida. Podemos afirmarlo porque
al ser D3 = |C| ≠ 0 no hay ningún autovalor nulo, con lo que no tenemos casos “dudosos”.

Este criterio se aplica en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 9.11. Clasificar los puntos crı́ticos de las funciones.

1. f(x, y, z) = x4 − x2y2y + y4 − 6y2 + 4x2.

∂f

∂x
(x, y) = 0 =⇒ 2x(2x2 − y2 + 4) = 0 =⇒ x = 0

y2 = 2x2 + 4

}
(1)

∂f

∂y
(x, y) = 0 =⇒ 2y(−x2 + 2y2 − 6) = 0 =⇒ y = 0

2y2 = x2 + 6

}
(2)

a) Si x = 0 en (1) entonces o y = 0 o 2y2 = 6. Es decir, obtenemos los puntos crı́ticos
(0, 0) y (0,±

√
3)

b) Si y2 = 2x2+4 en (1) entonces 2y2 = x2+6 (y ̸= 0) o lo que es lo mismo 3x2+2 = 0
y por tanto no hay puntos crı́ticos.

Vamos a calcular la matriz Hessiana para clasificarlos.

H(f, a) =


∂2f

∂x2
(a)

∂2f

∂y∂x
(a)

∂2f
∂x1∂y

(a) ∂2f
∂y2

(a)

 =

(
12x2 − y2 + 8 −4xy

−4xy −2x2 + 12y2 − 12

)

H(f, (0, 0)) =

8 0

0 −12

 =⇒ |H(f, (0, 0))| < 0 =⇒ (0, 0) es un punto silla.

H(f, (0,±
√
3)) =

5 0

0 24

 =⇒ |H(f, (0, 0))| > 0

∂2f

∂x2
(0,±

√
3)) = 5 > 0


=⇒ (0,±

√
3) es un mı́nimo.
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2. f(x, y) =
3y4 − 4y3 − 12y2 + 2

1 + x2
.

∂f

∂x
(x, y) = 0 =⇒ −2x(3y4 − 4y3 − 12y2 + 2)

(1 + x2)2
= 0 =⇒ x = 0

3y4 − 4y3 − 12y2 + 2 = 0

}
(1)

∂f

∂y
(x, y) = 0 =⇒ 12y(y2 − y − 2)

1 + x2
= 0 =⇒ y = 0

y2 − y − 2 = 0

}
=⇒


y = 0
y = −1
y = 2

(2)

a) Si y = 0 en (2) entonces para que se verifique (1) se sigue que x = 0. Es decir,
obtenemos el punto (0, 0).

b) Si y = −1 en (2) de nuevo para que se verifique (1) se sigue que x = 0. Por tanto
el punto crı́tico es (0,−1).

c) Si y = 2 en (2) de nuevo para que se verifique (1) se sigue que x = 0. Por tanto el
punto crı́tico es (0, 2).

Vamos a calcular la matriz Hessiana para clasificarlos.

H(f, a) =


∂2f

∂x2
(a)

∂2f

∂y∂x
(a)

∂2f
∂x1∂y

(a) ∂2f
∂y2

(a)

 =


(6x2 − 2)(3y4 − 4y3 − 12y2 + 2)

(1 + x2)3
−24xy(3y2 − 2y − 2)

(1 + x2)2

−24xy(y2 − y − 2)

(1 + x2)2
12(3y2 − 2y − 2)

1 + x2



H(f, (0, 0)) =

−4 0

0 −24

 =⇒ |H(f, (0, 0))| > 0

∂2f

∂x2
(0, 0)) = −4 < 0


=⇒ (0,±0)) es un máximo.

H(f, (0,−1)) =

−6/8 0

0 18

 =⇒ |H(f, (0, 0))| < 0 =⇒ (0,−1) es un punto silla.

H(f, (0, 2)) =

60/125 0

0 72/5

 =⇒ |H(f, (0, 2))| > 0

∂2f

∂x2
(0, 2)) > 0


=⇒ (0, 2) es un mı́nimo.

H(f, (0,±
√
3)) =

5 0

0 24

 =⇒ |H(f, (0, 0))| > 0

∂2f

∂x2
(0,±

√
3)) = 5 > 0


=⇒ (0,±

√
3)) es un mı́nimo.
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Ejercicios 9.12. Calcula y clasifica los puntos crı́ticos de la función

h(x, y) = yx(x− 2)(y + 2)

Notar que si el determinante de la Hessiana es cero, el teorema 9.2 no decide, es decir, no
nos da información acerca del punto es máximo, mı́nimo o punto silla. Ası́ que tendremos
que buscar otras formas que nos ayuden a decidir.

Ejemplo 9.13. Consideremos la función f(x, y) = 6xy2 − 2x3 − 3y2

∂f

∂x
(x, y) = 0 =⇒ 6y2 − 6x2 = 0 =⇒ x = y

x = −y

}
(1)

∂f

∂y
(x, y) = 0 =⇒ 12y(x− y2) = 0 =⇒ y = 0

x = y2

}
(2)

a) Si x = y en (1) entonces en (2) tenemos que x = x2. Es decir, obtenemos los puntos
crı́ticos (0, 0) y (1, 1)

b) Si −y = x en (1) entonces en (2) tenemos que −y = y2, por tanto los puntos crı́ticos
(0, 0) y (1,−1)

Vamos a calcular la matriz Hessiana para clasificarlos.

H(f, a) =


∂2f

∂x2
(a)

∂2f

∂y∂x
(a)

∂2f
∂x1∂y

(a) ∂2f
∂y2

(a)

 =

(
−12x 12y
12y 12x− 36y2

)

H(f, (1, 1) =

−12 12

12 −24

 =⇒ |H(f, (1, 1))| > 0

∂2f

∂x2
(1, 1)) < 0


=⇒ (1, 1) es un máximo.

H(f, (1,−1) =

−12 −12

−12 −24

 =⇒ |H(f, (1,−1))| > 0

∂2f

∂x2
(1,−1)) < 0


=⇒ (1,−1) es un máximo.

H(f, (0, 0)) =

0 0

0 0

 =⇒ |H(f, (0, 0))| = 0 =⇒ (0, 0) no sabemos .

Para ver que en (0, 0) hay un punto silla basta con acercarnos por la recta y = 0, ya que
f(x, 0) > 0 si x < 0 y f(x, 0) < 0 si x > 0.
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Capı́tulo 4. Funciones inversas e implı́citas

1. El teorema de la función inversa

Teorema 1.1 (Teorema de la función inversa). Sea f : Ω ⊂ Rn → Rn una función de clase Cr(Ω),
donde r es un entero positivo. Sea x0 ∈ Rn tal que Df(x0) es invertible. Entonces existen conjuntos
abiertos U, V ⊂ Rn, con x0 ∈ U, tales que la restricción de f a U es una aplicación biyectiva sobre V
y, por tanto, f : U → V es invertible. Además, la función inversa f−1 : V → U es de clase Cr y, para
cualquier y ∈ V se tiene que

Df−1(y) = [Df(x)]−1,

donde x = f−1(y).

Demostración. Sea y0 = f(x0). Por simplicidad de notación, asumiremos que Df(x0) = I, la
aplicación identidad en Rn. Para el caso general, bastarı́a considerar la aplicación F, definida
por F (x) = [Df(x0)]

−1f(x), que sı́ tiene por diferencial a I.
1) Para cada y ∈ Rn definamos ϕy : Ω → Rn por ϕy(x) = x− f(x) + y. Para cualquier y

se tiene que ϕy(x) = x si y solo si f(x) = y.

2) Para cualquier y se tiene que Dϕy(x) = I − Df(x). Entonces, para cualquier y,
∥Dϕy(x0)∥ = 0. como Dϕy es continua, existe un abierto U ⊂ Rn, x0 ∈ U tal que para
cada x ∈ U y cada y se tiene que ∥Dϕy(x)∥ < 1

2
.

3) Esto implica que, para cada x ∈ U, Df(x) es invertible, puesto que si no lo fuera
existirı́a z ∈ R de norma 1 tal que Df(x)(z) = 0, pero entonces ∥Dϕy(x)∥ ≥ ∥Dϕy(x)(z)∥ =
∥z∥ = 1 > 1

2
.

4) Por el Teorema del Valor medio generalizado, para cualesquiera x,x1 ∈ U se tiene que
∥ϕy(x1)− ϕy(x)∥ ≤ 1

2
∥x1 − x∥

5) Además, como Df es continua, la operación inversa sobre matrices invertibles es con-
tinua y ∥[Df(x0)]

−1∥ = ∥I∥ = 1, podemos tomar U de modo que para cada x ∈ U sea
∥[Df(x)]−1∥ ≤ 2.

6) Llamemos V = f(U). La desigualdad obtenida en (4) implica que f es inyectiva so-
bre U : si fuera f(x1) = f(x) entonces ϕy(x1) − ϕy(x) = x1 − x, lo que contradirı́a esa
desigualdad. De este modo la función inversa f−1 : V → U está bien definida.

7) Todavı́a no sabemos que V sea abierto. Vamos a probarlo aquı́. Tomemos un ŷ cual-
quiera en V y sea x̂ = f−1(ŷ). Tomemos δ > 0, δ < 1 tal que K = B(x̂, δ) ⊂ U . Consideremos
ahora la bola abierta B(ŷ, δ

2
) y vamos a ver que está totalmente contenida en V , con lo que

V será abierto. Para ello elegimos un y ∈ B(ŷ, δ
2
) cualquiera y veremos que y ∈ V.

8) La desigualdad (3) implica que para cada x ∈ K,

∥ϕy(x)− x̂∥ ≤ ∥ϕy(x)− ϕy(x̂)∥+ ∥ϕy(x̂)− x̂∥
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≤ 1

2
∥x− x̂∥+ ∥y − ŷ∥ ≤ δ.

9) Acabamos de ver que ϕy lleva K en sı́ mismo y la desigualdad de (3) nos dice que ϕy es
una aplicación contractiva, por lo que existe x ∈ K tal que ϕy(x) = x y, consecuentemente,
existe x ∈ K tal que f(x) = y. Como K ⊂ U resulta que y ∈ V, tal como querı́amos.

10) Nos falta probar que f−1 es de clase Cr. Veremos en primer lugar que es continua.
Para ello fijamos cualquier y ∈ V, tomamos otro ŷ ∈ V y llamamos x = f−1(y), x̂ = f−1(ŷ).
Entonces

∥f−1(ŷ)− f−1(y)∥ = ∥x̂− x∥ = ∥ϕy∗(x̂) + ŷ − ϕy∗(x)− y∥

≤ ∥ϕy∗(x̂)− ϕy∗(x)∥+ ∥ŷ − y∥ ≤ 1

2
∥x̂− x∥+ ∥ŷ − y∥

11) Reordenando la desigualdad anterior y sustituyendo x = f−1(y), x̂ = f−1(ŷ) llega-
mos a

∥f−1(ŷ)− f−1(y)∥ ≤ 2∥ŷ − y∥,

lo que implica la continuidad de f−1.

12) Ahora probaremos que f−1 es diferenciable y que, para cualquier y ∈ V tal que
x = f−1(y) se tiene que

Df−1(y) = [Df(x)]−1.

Sea ŷ ∈ V, ŷ ̸= y y sea x̂ = f−1(ŷ). Tenemos que

f−1(ŷ)− f−1(y)− [Df(x)]−1(ŷ − y) = x̂− x− [Df(x)]−1(f(x̂)− f(x))

= −[Df(x)]−1(f(x̂)− f(x)−Df(x)(x− x̂))

13) Recordemos que ∥[Df(x)]−1∥ ≤ 2 (lo hemos obtenido en el paso 5) llegamos a

∥f−1(ŷ)− f−1(y)− [Df(x)]−1(ŷ − y)∥ ≤ 2∥f(x̂)− f(x)−Df(x)(x− (̂x)), ∥

por lo que para probar que

ĺım
ŷ→y

∥f−1(ŷ)− f−1(y)− [Df(x)]−1(ŷ − y)∥
∥ŷ − y∥

= 0

es suficiente probar que

ĺım
ŷ→y

∥f(x̂)− f(x)−Df(x)(x̂− x)∥
∥ŷ − y∥

= 0.

14) Por hipótesis f es diferenciable, por lo que

ĺım
x̂→x

∥f(x̂)− f(x)−Df(x)(x̂− x)∥
∥x̂− x∥

= 0.

15) La continuidad ya probada de f−1 nos dice que cuando ŷ → y se tiene que x̂ → x.
Además, la desigualdad que hemos obtenido en (9) nos dice que

∥x̂− x∥
∥ŷ − y∥

≤ 2.
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16) Por tanto,

ĺım
ŷ→y

∥f(x̂)− f(x)−Df(x)(x̂− x)∥
∥ŷ − y∥

= ĺım
x̂→x

∥f(x̂)− f(x)−Df(x)(x̂− x)∥
∥x̂− x∥

∥x̂− x∥
∥ŷ − y∥

= 0

tal como querı́amos probar.

17) Como Df−1(y) = [Df(x)]−1 para cualquier y ∈ V , como Df es de clase Cr−1 por ser f
de clase Cr y la operación inversa sobre matrices invertibles es diferenciable, se llega a que
Df−1 es también de clase Cr−1. Por tanto f−1 es de clase Cr. ■

2. El teorema de la función implı́cita

Teorema 2.1. Sean m,n enteros positivos. Sea U un abierto de Rn+m y sea F : U → Rm una
aplicación de clase C1(U). Consideremos (x0,y0) ∈ U tal que F (x0,y0) = 0 y supongamos que

DY F (x0, y0) =



∂F1

∂y1
(x0,y0)

∂F1

∂y2
(x0,y0) · · · ∂F1

∂ym
(x0,y0)

∂F2

∂y1
(x0,y0)

∂F2

∂y2
(x0,y0) · · · ∂F2

∂ym
(x0,y0)

...
... . . . ...

∂Fm

∂y1
(x0,y0)

∂Fm

∂y2
(x0,y0) · · · ∂Fm

∂ym
(x0,y0)


es invertible. Entonces existen conjuntos abiertos W ⊂ Rn y V ⊂ U ⊂ Rn+m tales que x0 ∈
W, (x0,y0) ∈ V y existe una función G : W → Rm diferenciable en x0 tal que

{(x,y) ∈ V : F (x,y) = 0} = {(x, G(x)) : x ∈ W}.

Además,
DG(x0) = −

(
DY F (x0,y0)

)−1
DXF (x0,y0).

Demostración. Definamos
f : U → Rn+m

(x,y) 7→
(
x, F (x,y)

)
La aplicación f que acabamos de definir tiene por matriz Jacobiana en un punto (x,y) a

Df(x,y) =



1 0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...

0 0 · · · 1 0 0 · · · 0

∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
· · · ∂F1

∂xn

∂F1

∂y1

∂F1

∂y2
· · · ∂F1

∂ym

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2
· · · ∂F2

∂xn

∂F2

∂y1

∂F2

∂y2
· · · ∂F2

∂ym
...

... . . . ...
...

... . . . ...
∂Fm

∂x1

∂Fm

∂x2
· · · ∂Fm

∂xn

∂Fm

∂y1
∂Fm

∂y2
· · · ∂Fm

∂ym



=

 In×n 0n×m

DXf(x,y) DY f(x,y)



Todas las derivadas parciales de f son continuas (las primeras por ser constantes 0 o 1 y las
últimas por la hipótesis de que F es de clase C1. y, por tanto f ∈ C1(U). También, a partir
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de la descripción de Df(x,y) como matriz por bloques, se ve fácilmente que Df(x0,y0)
es invertible por serlo DY f(x0,y0) y, por tanto, estamos en las hipótesis del Teorema de
la Función Inversa. Esto implica la existencia de un abierto U1 ⊂ U ⊂ Rn+m y un abierto
V ⊂ Rn+m tales que (x0,y0) ∈ U1, f(x0,y0) = (x0,0) ∈ V y de modo que f : U1 → V es
biyectiva.

Además, el Teorema de la Función Inversa nos dice que f−1 : V → U1 es f−1 ∈ C1(V ) y
que

Df−1
(
f(x0,y0)

)
= Df−1(x0,0) =

(
Df(x0,y0)

)−1

A continuación, expresaremos f−1 = (h, g), donde h = (h1, h2, . . . , hn) y g = (g1, g2, . . . , gm)
con hi, gi : V → R. Observamos que, con esta notación, es(

h(x,y), F
(
h(x,y), g(x,y)

))
= f

(
h(x,y), g(x,y)

)
= f

(
f−1(x,y)

)
= (x,y)

La biyectividad de f implica que

h1(x,y) = x1, h2(x,y) = x2, . . . hn(x,y) = xn

y también que

(1) F
(
h(x,y), g(x,y)

)
= F

(
x, g(x,y)

)
= y.

Por otra parte, como f−1 ∈ C1(V ) se tiene que g es diferenciable en (x0,0) ∈ V . Definimos
W ⊂ Rn como W = {x ∈ Rn : (x,0) ∈ V } y una función G : W → Rm por G(x) = g(x,0).
Observemos que x0 ∈ W y que W es un abierto de Rn por ser la proyección del abierto V de
Rn+m sobre Rn. El modo en el que se ha definido G asegura también que G es diferenciable
en x0.

Para completar la prueba del teorema, llamando

A = {(x,y) ∈ U1 : F (x,y) = 0}, B = {(x, G(x)) : x ∈ W}

debemos probar que A = B.

Sea (x,y) ∈ U1 tal que F (x,y) = 0. Entonces f(x,y) = (x,0) ∈ V y, por tanto, x ∈ W.
Aplicando f−1 vemos que (x,y) = f−1(x,0) y, en particular, y = g(x,0) = G(x). Conse-
cuentemente, {(x,y) ∈ U1 : F (x,y) = 0} ⊂ {(x, G(x)) : x ∈ W} y ası́ A ⊂ B.

Sea x ∈ W y consideremos (x, G(x)) = (x, g(x,0)). Como (x,0) ∈ V se tiene que
f−1(x,0) ∈ U1 pero además

f−1(x,0) = (h(x,0), g(x,0)) = (x, g(x,0))

con lo que (x, g(x,0)) ∈ U1 y para concluir que A ⊃ B solo faltarı́a probar que F (x, G(x)) =
0, pero F (x, G(x)) = F (x, g(x,0)) = 0 gracias a la identidad 1.

Finalmente, como F (x, G(x)) = 0 para todo x ∈ W y F es diferenciable en (x0, G(x0) =
(x0,y0), aplicando la regla de la cadena ressulta que

DXF (x0,y0) +DY F (x0,y0) ·DFG(x0) = 0,

de donde resulta que

DG(x0) = −
(
DY F (x0,y0)

)−1
DXF (x0,y0).

■
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Capítulo 5. Integral de Riemann en varias variables

1. Rectángulos y particiones

Definición 1.1. Llamaremos rectángulo 𝑛-dimensional paralelo a los ejes de coordenadas a un sub-
conjunto de ℝ𝑛 de la forma

𝑅 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝑎𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑏𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)},

donde 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ ℝ Y 𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖 para cada 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}.

Diremos que el volumen 𝑛-dimensional del rectángulo 𝑅 es

𝑉𝑛(𝑅) =
𝑛

∏

𝑖=1
(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖).

Definición 1.2. Dado un rectángulo n-dimensional 𝑅, diremos que  es una partición de 𝑅
si es una colección finita de rectángulos n-dimensionales  = {𝑅𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 que cumple las dos
condiciones siguientes

i) 𝑅 =
⋃

𝑖∈𝐼
𝑅𝑖

ii) 𝑅𝑖 ∩ 𝑅𝑗 ≠ ∅ o 𝑉𝑛(𝑅𝑖 ∩ 𝑅𝑗) = 0 si 𝑖 ≠ 𝑗.

Dadas dos particiones  y  ′ de un rectángulo 𝑅, diremos que  ′ es más fina que  si para
cada 𝑅𝑖 ∈  se tiene que {𝑅′ ∈  ′ ∶ 𝑅′ ⊂ 𝑅𝑖} forman una partición de 𝑅𝑖.

Proposición 1.1. Si  = {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} es una partición del rectángulo 𝑅 ⊂ ℝ𝑛 entonces

𝑉𝑛(𝑅) =
∑

𝑖∈𝐼
𝑉𝑛(𝑅𝑖).

La figura 1 representa 4 imágenes de un mismo rectángulo. El dibujo (a) es la imagen
original: una partición del rectángulo que la enmarca. En (b) hemos destacado dos líneas
horizontales que prolongan un lado de algún rectángulo de la partición. (c) muestra com-
pletado el proceso de construcción de la nueva partición sobre la partición original. Se han
tenido en cuenta todos los puntos que eran
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(a) Partición original de un rectángulo (b) Partición más fina usando los límites
de un rectángulo de la primera

(c) Partición más fina que la primera
usando los límites de sus rectángulos

(d) Partición regular fina obtenida a par-
tir de la inicial

Figura 1: Proceso de obtención de una particiór regular a partir de una partición cualquiera

Lema 1.2. Para cada par de particiones  y  ′ de un rectángulo 𝑅 existe una partición  ′′ que es más
fina que cada una de ellas.

Demostración. (Idea de la demostración). Dadas dos particiones lo que hay que hacer es "su-
perponer” una sobre la otra para obtener una tercera partición que es más fina que las dos
dadas.

■
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2. Integral en rectángulos

En esta sección supondremos que 𝑅 es un rectángulo de ℝ𝑛 y 𝑓 ∶ 𝑅 → ℝ es una función
acotada.

Definición 2.1. Sea  = {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} una partición de 𝑅. Definimos la suma superior y la suma
inferior de 𝑓 para la partición  , respectivamente, como

𝑆(𝑓,) =
∑

𝑖∈𝐼
sup
𝑥∈𝑅𝑖

𝑓 (𝑥)𝑉𝑛(𝑅𝑖)

𝑆(𝑓,) =
∑

𝑖∈𝐼
ı́nf
𝑥∈𝑅𝑖

𝑓 (𝑥)𝑉𝑛(𝑅𝑖)

Lema 2.1. i) Si  ′ es una partición más fina que  entonces

𝑆(𝑓,) ≤ 𝑆(𝑓, ′) ≤ 𝑆(𝑓, ′) ≤ 𝑆(𝑓,)

ii) Para dos particiones cualesquiera  y  ′ de 𝑅 se tiene que 𝑆(𝑓, ′) ≤ 𝑆(𝑓,)

Definición 2.2. Se definen la integral inferior de Riemann ∫
𝑅
𝑓 y la integral superior de Riemann

∫ 𝑅𝑓 de 𝑓 sobre 𝑅 como

∫
𝑅

𝑓 = sup{𝑆(𝑓,) ∶  es una partición de 𝑅}

∫ 𝑅
𝑓 = ı́nf{𝑆(𝑓,) ∶  es una partición de 𝑅}

Se dice que una función acotada definida sobre un rectángulo n-dimensional 𝑅 es integrable
Riemann sobre 𝑅 si

∫
𝑅

𝑓 = ∫ 𝑅
𝑓,

en ese caso, al valor común de la integral inferior y la integral superior se le denomina integral
de 𝑓 sobre 𝑅 y se denota por

∫𝑅
𝑓.

Proposición 2.2. Sea 𝑓 ∶ 𝑅 → ℝ una función acotada. Entonces 𝑓 es integrable Riemann sobre 𝑅 si
y solo si para cada 𝜀 > 0 existe una partición  de 𝑅 tal que 𝑆(𝑓,) − 𝑆(𝑓,) < 𝜀.
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Proposición 2.3. Si 𝑓 ∶ 𝑅 → ℝ integrable Riemann sobre 𝑅 y  = {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} es una partición de
𝑅 entonces, para cada 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑓 |𝑅𝑖

es integrable sobre 𝑅𝑖 y

∫𝑅
𝑓 =

∑

𝑖∈𝐼
∫𝑅𝑖

𝑓 |𝑅𝑖
.

Para poder extender la idea de integral a regiones más generales de ℝ𝑛, no solamente a
rectángulos, vamos a pensar en una función 𝑓 que esté acotada sobre todo ℝ𝑛 y se anule fue-
ra de un subconjunto acotado de ℝ𝑛. Esta última condición implica que existe un rectángulo
𝑅 ⊂ ℝ𝑛 de modo que 𝑓 (𝒙) = 0 si 𝒙 ≠ 𝑅. Para que la definición de integrabilidad que hemos
dado sea consistente deberíamos probar que ∫𝑅 𝑓 no depende de la elección del rectángulo
𝑅.

En efecto, si 𝑅′ es otro rectángulo tal que 𝑓 (𝑥) = 0 si 𝑥 ≠ 𝑅′ se tiene que

𝑅 = (𝑅 ∩ 𝑅′) ∪ (𝑅 ⧵ 𝑅′).

Observamos que en esa expresión 𝑅∩𝑅′ es de nuevo un rectángulo. Por otra parte, la adhe-
rencia de 𝑅 ⧵ 𝑅′ se puede escribir como una unión finita de rectángulos {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}, con lo
que 𝑅 ∩ 𝑅′ ∪ {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} es una partición de 𝑅. Por tanto

∫𝑅
𝑓 =

∑

𝑖∈𝐼
∫𝑅𝑖

𝑓 + ∫𝑅∩𝑅′
𝑓 = ∫𝑅∩𝑅′

𝑓 = ∫𝑅′
𝑓.

Definición 2.3. Sea 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → 𝑅. Definiremos el soporte de 𝑓 como

supp(𝑓 ) = {𝒙 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝑓 (𝒙) ≠ 0}.

El teorema de Heine-Borel nos asegura que si el soporte de una función es un conjunto
acotado, entonces es compacto.

Definición 2.4. Sea 𝑓 una función acotada 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ que se anula fuera de un conjunto
acotado de ℝ𝑛 y que es integrable Riemann sobre un rectángulo 𝑅 ⊂ ℝ𝑛. Se define entonces
la integral de 𝑓 sobre ℝ𝑛 como

∫ℝ𝑛
𝑓 = ∫𝑅

𝑓.

Cuando 𝑓 satisface las hipótesis de esta definición diremos que es una función integrable con
soporte compacto. Representaremos al conjunto de todas las funciones integrables con soporte
compacto definidas sobre ℝ𝑛 por ℜ(ℝ𝑛).

Ejemplo 2.5. La función característica de un subconjunto 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 se define como

𝜒𝐴(𝒙) =

{

1 si 𝒙 ∈ 𝐴
0 si 𝒙 ∉ 𝐴

Si 𝑅 es un rectángulo, se tiene que 𝜒𝑅 es una función integrable con soporte compacto y
además

∫ℝ𝑛
𝜒 = 𝑉𝑛(𝑅).
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Figura 2: Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

Proposición 2.4. Sean 𝑓, 𝑔 ∈ ℜ(ℝ𝑛).
a) Si 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ entonces 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 ∈ ℜ(ℝ𝑛) y además

∫ℝ𝑛
(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎 ∫ℝ𝑛

𝑓 + 𝑏 ∫ℝ𝑛
𝑔.

b) Si 𝑓 (𝒙) ≤ 𝑔(𝒙) para cada 𝒙 ∈ ℝ𝑛 entonces

∫ℝ𝑛
𝑓 ≤ ∫ℝ𝑛

𝑔

c) |𝑓 | es integrable y además
|

|

|

|

∫ℝ𝑛
𝑓
|

|

|

|

≤ ∫ℝ𝑛
|𝑓 |

d) 𝑓𝑔 es integrable.

Corolario 2.5. Sea 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ definamos

𝑓+ =
|𝑓 | + 𝑓

2
𝑓− =

|𝑓 | − 𝑓
2

.

Entonces 𝑓 ∈ ℜ(ℝ𝑛) si y solo si 𝑓+, 𝑓− ∈ ℜ(ℝ𝑛).

Observación 2.6. 𝑓+ y 𝑓− representan la parte positiva y la parte negativa de 𝑓 . Se tiene
que 𝑓 = 𝑓+ − 𝑓− y que |𝑓 | = 𝑓+ + 𝑓−.

3. El contenido de Jordan

Hasta ahora el proceso que hemos seguido ha consistido en definir la integral sobre un
rectángulo mediante un procedimiento que es totalmente análogo al que se siguió para de-
finir la integral de Riemann en intervalos de ℝ. Posteriormente hemos visto que dada una
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Figura 3: Camille Jordan (1838-1922)

función con soporte compacto, si esta es integrable en un rectángulo que contenga su so-
porte entonces lo es en cualquier otro rectángulo que lo contenga y el valor de la integral es
el mismo, lo que permite considerar la integral de las funciones acotadas con soporte com-
pacto sobre todo ℝ𝑛. A continuación extenderemos ya la definición de integral a cualquier
subconjunto de ℝ𝑛. Para ello nos hace falta introducir, de nuevo, algunos conceptos.

Definición 3.1. Sean 𝐴 ⊂ ℝ𝑛n un conjunto acotado y 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ una función que está
acotada sobre 𝐴. Se dice que 𝑓 es integrable Riemann en 𝐴 si 𝑓 𝜒𝐴 ∈ ℜ(ℝ𝑛). En ese caso

∫𝐴
𝑓 = ∫ℝ𝑛

𝜒𝐴 𝑓.

Definición 3.2. Dado un conjunto acotado 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 diremos que 𝐴 es medible Jordan si 𝜒𝐴
es integrable Riemann. En ese caso diremos que ∫𝐴 𝜒𝐴 es el volumen n-dimensional de 𝐴 o el
contenido de 𝐴.
En el caso en el que 𝐴 no sea medible Jordan, diremos que ∫ ℝ𝑛𝜒𝐴 es el contenido exterior de
𝐴 y que ∫

ℝ𝑛
𝜒𝐴 es el contenido interior de 𝐴.

El problema principal que nos vamos a encontrar es que hay conjuntos que no son me-
dibles Jordan. Por ejemplo, pensemos simplemente en 𝑅 y sea 𝐴 = [0, 1] ∪ℚ. Es obvio que 𝐴
es acotado.

Como estamos en ℝ, cualquier partición  = {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} de [0, 1] podemos pensarla de
la forma 𝑅𝑖 = [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] con 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑟−1 < 𝑡𝑟 = 1 y como [0, 1] ⊃ 𝐴 tenemos que

𝑆(𝑓,) =
∑

𝑖∈𝐼
sup
𝑥∈𝑅𝑖

𝜒𝐴(𝑥)𝑉 (𝑅𝑖) =
𝑟

∑

𝑖=1
sup

𝑥∈[𝑡𝑖−1,𝑡𝑖]
𝜒𝐴(𝑥)(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) =

𝑟
∑

𝑖=1
(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) = 1,

puesto que en cada rectángulo [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] siempre hay algún número racional, el supremo de 𝜒𝐴
sobre ese intervalo es siempre 1. Como también siempre en ese intervalo hay un irracional,
el ínfimo de 𝜒𝐴 sobre ese intervalo es 0 y eso lleva a que

𝑆(𝑓,) =
∑

𝑖∈𝐼
ı́nf
𝑥∈𝑅𝑖

𝜒𝐴(𝑥)𝑉 (𝑅𝑖) =
𝑟

∑

𝑖=1
ı́nf

𝑥∈[𝑡𝑖−1,𝑡𝑖]
𝜒𝐴(𝑥)(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) =

𝑟
∑

𝑖=1
0 ⋅ (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) = 0.
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Como 𝜒𝐴 no es integrable, concluimos que 𝐴 no es un conjunto medible Jordan.

Ejemplo 3.3. Estamos a punto de enunciar uno de los más importantes resultados de esta
sección, que nos va a decir que un conjunto s medible Jordan si y solo si su frontera tiene
contenido nulo. En la prueba de este resultado trabajaremos con un conjunto y una partición.
Por simplicidad la partición con la que trabajaremos será una cuadrícula.

En amarillo se han marcado los elementos de la partición que tienen intersección no
vacía con la frontera del conjunto. En verde se han marcado los elementos de la partición
totalmente contenidos en el interior del conjunto. El contenido exterior de la frontera del
conjunto estará acotado superiormente por la suma de las áreas de los cuadrados amarillos.
El contenido interior del conjunto 𝐴 estará acotado inferiormente por la suma de las áreas
de los cuadrados verdes.

Teorema 3.1. Sea 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 un conjunto acotado. Entonces 𝐴 es medible Jordan si y sólo si su frontera
tiene contenido de Jordan nulo.

Demostración. ⇒) Tomemos un rectángulo 𝑅 que contiene a 𝐴. Como estamos suponiendo
que 𝐴 es medible, dado 𝜀 > 0 existe una partición  = {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} de 𝑅 tal que

𝑆(𝜒𝐴,) − 𝑆(𝜒𝐴,) < 𝜀
2
.

Llamemos 𝐼𝑖 = {𝑖 ∈ 𝐼 ∶ 𝑅𝑖 ⊂ 𝐴} (el conjunto de índices que se corresponden con rectángulos
interiores a 𝐴 y 𝐼𝑒 = {𝑖 ∈ 𝐼 ∶ 𝑅𝑖∩𝐴 ≠ ∅} (índices correspondientes a rectángulos que recubren
𝐴). En esas condiciones se tiene que

𝑆(𝜒𝐴,) − 𝑆(𝜒𝐴,) =
∑

𝑖∈𝐼𝑒

𝑉𝑛(𝑅𝑖) −
∑

𝑖∈𝐼𝑖

𝑉𝑛(𝑅𝑖) <
𝜀
2

Vamos a considerar para cada 𝑖 ∈ 𝐼𝑖 un rectángulo 𝑅′
𝑖 ⊂

𝑜
𝑅𝑖 con lados un poco más

pequeños que los de 𝑅𝑖 pero tal que 𝑉𝑛(𝑅′
𝑖) > 𝑉𝑛(𝑅𝑖) −

𝜀
2 #𝐼𝑖

. Entonces

⋃

𝑖∈𝐼𝑒

𝑅𝑖 ⊃1 𝐴 ⊃
2
𝐴 ⊃

3

⋃

𝑖∈𝐼𝑖

𝑅𝑖 ⊃4
⋃

𝑖∈𝐼𝑖

𝑜
𝑅𝑖 ⊃5

⋃

𝑖∈𝐼𝑖

𝑅′
𝑖
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1 Puesto que cada 𝑅𝑖 es cerrado, ∪𝑖∈𝐼𝑒𝑅𝑖 es cerrado y contiene a 𝐴 por hipótesis, luego
también contiene a 𝐴.

2 Obvio

3 Por la propia definición de 𝐼𝑖

4 Todo conjunto contiene a su interior

5 Hemos definido 𝑅′
𝑖 ⊂

𝑜
𝑅𝑖 para cada 𝑖 ∈ 𝐼𝑖.

Por otra parte, como
𝑜
𝐴 es el mayor abierto contenido en 𝐴 y

⋃

𝑖∈𝐼𝑖

𝑜
𝑅𝑖 es abierto, tiene que

ser
⋃

𝑖∈𝐼𝑖

𝑜
𝑅𝑖 ⊂

𝑜
𝐴.

Como la frontera de 𝐴 es

𝜕𝐴 = 𝐴 ⧵
𝑜
𝐴 ⊂

⋃

𝑖∈𝐼𝑒

𝑅𝑖 ⧵
⋃

𝑖∈𝐼𝑖

𝑅′
𝑖

el contenido exterior de 𝜕𝐴 se puede acotar por
∑

𝑖∈𝐼𝑒

𝑉𝑛(𝑅𝑖) −
∑

𝑖∈𝐼𝑖

𝑉𝑛(𝑅′
𝑖) <

∑

𝑖∈𝐼𝑒

𝑉𝑛(𝑅𝑖) −
∑

𝑖∈𝐼𝑖

(

𝑉𝑛(𝑅𝑖) −
𝜀

2 #𝐼𝑖

)

=
(
∑

𝑖∈𝐼𝑒

𝑉𝑛(𝑅𝑖) −
∑

𝑖∈𝐼𝑖

𝑉𝑛(𝑅𝑖)
)

+ 𝜀
2
= 𝜀,

lo que indica que el contenido exterior de Jordan de 𝜕𝐴 es 0 y, por tanto, también el contenido
de Jordan es nulo.

⇐) Sea ahora 𝜀 > 0 cualquiera. Como suponemos que 𝜕𝐴 tiene contenido nulo, existe
una partición  = {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} de 𝑅 tal que

𝜕𝐴 ⊂
⋃

𝑖∈𝐼
𝑅𝑖 y

∑

𝑖∈𝐼
(sup

𝑅𝑖

𝜒𝐴 − ı́nf
𝑅𝑖

𝜒𝐴)𝑉𝑛(𝑅𝑖) < 𝜀.

Además, para cada 𝑥 ∈ 𝐴 ⧵ 𝜕𝐴 podemos tomar un rectángulo 𝑅𝑥 tal que 𝑥 ∈
𝑜
𝑅𝑥 ⊂ 𝑅𝑥 ⊂ 𝐴.

Sobre ese rectángulo se tiene que sup𝑅𝑥
𝜒𝐴 − ı́nf𝑅𝑥

𝜒𝐴 = 0.
Como  = {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ∪ {𝑅𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝐴 ⧵ 𝜕𝐴} es un recubrimiento de 𝐴 y, en virtud

del teorema de Heine-Borel, 𝐴 es compacto,  admite un subrecubrimiento finito ′ de 𝑅.
Tomando en cada eje los puntos que marcan los extremos de cada rectángulo de ese recubri-
miento ′ podemos construir una partición  ′ de modo que cada uno de los rectángulos de
′ es unión de elementos de  ′.

La idea para construir esa partición es la que utilizada en la figura siguiente

Es inmediato que para esa partición  ′ se tiene que

𝑆(𝜒𝐴, ′) − 𝑆(𝜒𝐴, ′) < 𝜀,

lo cual indica que el conjunto 𝐴 es medible Jordan. ■
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Corolario 3.2. Supongamos que 𝐴,𝐵 ⊂ ℝ𝑛 son acotados y medibles Jordan. Entonces, los siguientes
conjuntos también son acotados y medibles Jordan:

𝐴 ∩ 𝐵, 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐴 ⧵ 𝐵,
𝑜
𝐴, 𝐴.

Demostración. Se debe tener en cuenta que 𝜒𝐴∪𝐵 = 𝜒𝐴𝜒𝐵, 𝜒𝐴∪𝐵 = 𝜒𝐴 + 𝜒𝐵 − 𝜒𝐴 ∩ 𝐵 y que
𝜒𝐴⧵𝐵 = 𝜒𝐴 − 𝜒𝐴∩𝐵. ■

Teorema 3.3. Sea 𝐾 un conjunto compacto y medible Jordan y sea 𝑓 ∶ 𝐾 → ℝ una función continua.
Entonces 𝑓 es integrable Riemann sobre 𝐾.

Demostración. Supondremos que 𝑓 ≥ 0. El Corolario 2.5 nos asegura que si se prueba el
resultado para estas funciones, también será cierto para el caso general.

Sea 𝑅 un rectángulo con 𝐾 ⊂ 𝑅 y  = {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} una partición de 𝑅. Definamos
𝑓 (𝑥) = 0 si 𝑥 ∈ 𝑅 ⧵𝐾. Entonces

𝑆(𝜒𝐾𝑓,) =
∑

𝑖∈𝐼
sup
𝑥∈𝑅𝑖

𝜒𝐾(𝑥)𝑓 (𝑥)𝑉𝑛(𝑅𝑖) =
∑

𝑅𝑖∩𝐾≠∅
sup
𝑅𝑖

𝑓 𝑉𝑛(𝑅𝑖),

𝑆(𝜒𝐾𝑓,) =
∑

𝑖∈𝐼
ı́nf
𝑥∈𝑅𝑖

𝜒𝐾(𝑥)𝑓 (𝑥)𝑉𝑛(𝑅𝑖) =
∑

𝑅𝑖⊂𝐾
ı́nf
𝑅𝑖

𝑓 𝑉𝑛(𝑅𝑖),

Se tiene que

𝑆(𝜒𝐾𝑓,) − 𝑆(𝜒𝐾𝑓,) =
∑

𝑅𝑖∩𝐾≠∅
sup
𝑅𝑖

𝑓 𝑉𝑛(𝑅𝑖) −
∑

𝑅𝑖⊂𝐾
ı́nf
𝑅𝑖

𝑓 𝑉𝑛(𝑅𝑖)

=
∑

𝑅𝑖∩𝐾
(sup

𝑅𝑖

𝑓 − ı́nf
𝑅𝑖

𝑓 ) 𝑉𝑛(𝑅𝑖) +
∑

𝑅𝑖∩𝐾≠∅,𝑅𝑖⧵𝐾≠∅
sup
𝑅𝑖

𝑓 𝑉𝑛(𝑅𝑖)

Como 𝑓 es uniformemente continua sobre el compacto 𝐾 , para cada 𝜀 > 0 existe 𝛿 > 0
tal que sup𝑅𝑖

𝑓 − ı́nf𝑅𝑖
𝑓 < 𝜀 si 𝑅𝑖 ⊂ 𝐾 y tiene lados con longitud menor que 𝛿.

Por ser 𝐾 medible se tiene que para una partición  bien elegida
∑

𝑅𝑖∩𝐾≠∅,𝑅𝑖⧵𝐾≠∅
sup
𝑅𝑖

𝑉𝑛(𝑅𝑖) < 𝜀

y, por tanto, para esa partición  se cumple que

𝑆(𝜒𝐾𝑓,) − 𝑆(𝜒𝐾𝑓,) < 𝜀𝑉𝑛(𝐾) + 𝜀máx
𝑥∈𝐾

𝑓 (𝑥),

cantidad que puede hacerse arbitrariamente pequeña. ■

4. Teorema de Fubini

Definición 4.1. Diremos que una función acotada 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ es una función escalonada si
existe un rectángulo 𝑅 ⊂ ℝ𝑛 y una partición  = {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} de 𝑅 tales que 𝑓 (𝒙) = 0 si 𝒙 ≠ 𝑅
y tal que 𝑓 |𝑅𝑖

es una función constante para cada 𝑖 ∈ 𝐼 y que cumple, además, que para cada
𝑗 ∈ {1𝑚… , 𝑛} fijados 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗+1,… , 𝑥𝑛, la función 𝑥 ↦ 𝑓 (𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑗−1, 𝑥, 𝑥𝑗+1,… , 𝑥𝑛)
es continua por la izquierda. En ese caso, diremos que 𝑓 es una función escalonada asociada a la
partición  .
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Figura 4: Ejemplo de función escalonada

Obsérvese que una función escalonada 𝑓 (asociada a una partición  ) es integrable-
Riemann sobre el rectángulo 𝑅 que es su soporte. Esto es sencillo porque, si  ′ es una parti-
ción más fina que  se tiene que 𝑆(𝑓, ′) = 𝑆(𝑓, ′). Por tanto

sup{𝑆(𝑓,) ∶  partición de 𝑅} = ı́nf{𝑆(𝑓,) ∶  partición de 𝑅}

y eso quiere decir que 𝑓 es integrable.

Proposición 4.1. Sea 𝑓 una función integrable Riemann con soporte compacto sobre ℝ𝑝+𝑞. Entonces
las funciones 𝑔1, 𝑔2 ∶ ℝ𝑝 → ℝ definidas por

𝑔1(𝑦) = ∫
ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 y 𝑔2(𝑦) = ∫ ℝ𝑞
𝑓 (𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧

son funciones integrables Riemann con soporte compacto sobre ℝ𝑝 y

∫ℝ𝑝+𝑞
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ℝ𝑝 ∫

ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 𝑑𝑦 = ∫ℝ𝑝 ⨛ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 𝑑𝑦.

Demostración. Sea 𝑅 ⊂ ℝ𝑝+𝑞 un rectángulo tal que 𝑓 se anula fuera de 𝑅,  = {𝑅𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼}
una partición de 𝑅 y 𝑓, 𝑓 funciones escalonadas asociadas a  tales que

𝑓 (𝑥) ≤ 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑓 (𝑥) para cada 𝑥 ∈ 𝑅.

Entonces, para cada 𝑦 ∈ ℝ𝑝 las funciones 𝑧 ↦ 𝑓 (𝑦, 𝑧) y 𝑧 ↦ 𝑓 (𝑦, 𝑧) son funciones escalonadas
definidas sobre ℝ𝑞 y tales que

∫ℝ𝑞
𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 ≤ ⨜

𝑅𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 ≤
⨛ ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 ≤ ∫ℝ𝑞
𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧.
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Pero las funciones 𝑦 ↦ ∫𝑅𝑞 𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 y 𝑦 ↦ ∫𝑅𝑞 𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 son funciones escalonadas sobre ℝ𝑝

y se tiene que

∫ℝ𝑝+𝑞
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = ∫ℝ𝑝 ∫ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦 ≤ {⨜
ℝ𝑝 ⨜ ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦 ≤
⨛ ℝ𝑝⨜ ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦

≤
⨛ ℝ𝑝⨛ ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦 ≤ ∫ℝ𝑝 ∫ℝ𝑞
𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦 = ∫𝑅𝑝+𝑞

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

Tomando el supremo del elemento de la parte izquierda de la desigualdad y el ínfimo de
la parte derecha sobre todas las posibles particiones  se concluye que

∫𝑅𝑝+𝑞
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = ∫

ℝ𝑝
∫

ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦 = ∫ ℝ𝑝∫
ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦,

lo que termina de probar la proposición. ■

Teorema 4.2 (Teorema de Fubini). Sea 𝑓 ∶ ℝ𝑝+𝑞 → ℝ una función continua con soporte compacto.
Entonces, para cada 𝑦 ∈ ℝ𝑝, la integral ∫ℝ𝑞 𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 está bien definida. También, para cada 𝑧 ∈ ℝ𝑞,
la integral ∫ℝ𝑝 𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 está bien definida y las funciones 𝑦 ↦ ∫ℝ𝑞 𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 y 𝑧 ↦ ∫ℝ𝑝 𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 son
integrables Riemann con soporte compacto sobre ℝ𝑝 y ℝ𝑞, respectivamente. Además

∫ℝ𝑝+𝑞
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = ∫ℝ𝑝 ∫ℝ𝑞

𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦 = ∫ℝ𝑞 ∫ℝ𝑝
𝑓 (𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧.

Ejemplo 4.2. La aplicación del Teorema de Fubini nos lleva a poder cambiar el orden de
integración en las integrales múltiples. Por ejemplo, para integrar la función 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2+𝑦3
sobre el rectángulo Ω = [0, 2] × [0, 3] podemos hacer esto

∬Ω
𝑥2 + 𝑦3 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫

2

𝑥=0 ∫

3

𝑦=0
𝑥2 + 𝑦3 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ∫

2

𝑥=0

[

𝑥2𝑦 +
𝑦4

4

]3

𝑦=0
𝑑𝑥 = ∫

2

𝑥=0
3𝑥2 + 81

4
𝑑𝑥

=
[

𝑥3 + 81
4
𝑥
]2

𝑥=0
= 97

2

También podríamos haber hecho las integrales empezando a integrar con la otra variable

∬Ω
𝑥2 + 𝑦3 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫

3

𝑦=0 ∫

2

𝑥=0
𝑥2 + 𝑦3 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

3

𝑦=0

[

𝑥3

3
+ 𝑦3𝑥

]2

𝑥=0
𝑑𝑦 = ∫

3

𝑦=0

8
3
+ 2𝑦3 𝑑𝑦

=
[

8
3
𝑦 +

𝑦4

2

]3

𝑦=0
= 8 + 81

2
= 97

2

Ejemplos 4.3. 1.- Sea 𝑓 (𝑥, 𝑦) ∶ [0, 1]×[0, 1] → ℝ definida por 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1
𝑞

si 𝑥 = 𝑝
𝑞

irreducible,
con 𝑝 ≤ 𝑞 y 𝑦 ∈ ℚ y 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0 en cualquier otro caso. Entonces 𝑓 es integrable Riemann
sobre ℝ2 y su integral se anula pero 𝑦 ↦ 𝑓 (𝑥, 𝑦) no es integrable Riemann puesto que la
integral inferior es 0 y la superior 1

𝑞
(resultado que se estudia típicamente en los cursos de

análisis matemático de una variable). Aparece, por ejemplo, como problema en el reconocido
Calculus de Michael Spivak (problema 25).
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Figura 5: Guido Fubini (1879-1943)

Por eso es necesario escribir integrales superiores e inferiores en la proposición 4.1.

2.- Si la función no es continua (o no está acotada) el resultado tampoco es cierto: pode-
mos considerar 𝑓 (𝑥, 𝑦) ∶ [0, 1] × [0, 1] → ℝ definida por 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥−𝑦

(𝑥+𝑦)3
.

Se tiene que una primitiva (con respecto a x) de 𝑥−𝑦
(𝑥+𝑦)3

es − 𝑥
(𝑥+𝑦)2

y, por tanto,

∫

1

0 ∫

1

0

𝑥 − 𝑦
(𝑥 + 𝑦)3

𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫

1

0

−1
(1 + 𝑦)3

𝑑𝑦 = −1
2

Mientras que una primitiva (con respecto a y) de 𝑥−𝑦
(𝑥+𝑦)3

es 𝑦
(𝑥+𝑦)2

y, consecuentemente,

∫

1

0 ∫

1

0

𝑥 − 𝑦
(𝑥 + 𝑦)3

𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ∫

1

0

1
(1 + 𝑥)3

𝑑𝑥 = 1
2

https://www.geogebra.org/m/kX6GvMnm#material/KtskFc4a
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