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Topologia de R"

1. La distancia euclidea

Del mismo modo como el valor absoluto permite medir distancias en R, podemos utilizar la

norma euclidea para medir distancias en R". Esta distancia es conocida y utilizada en R? y R®.
Comenzaremos recordando algunas definiciones:

(1) Sean X,y € R". Definimos el producto escalar euclideo { ) : R" x R® — R por
n
(x,y) = Z XiYi
i=1

(2) El producto escalar induce una norma || || : R" = R™ por

I1x]l = {x,%)

Nl=

(3) Finalmente, a partir de esa norma, podemos definir facilmente una distancia d : R" x R" —
R™ del siguiente modo:

d(x,y) =[x =Yl

B Observacion 1.1. El producto escalar cumple las siguientes propiedades:
1) Para cada X € R", (x,x) >0y (x,x) =0 siy solo si x = 0.

2) Para cada x,y € R", {x,y)=(y,X)

3) Paracadax,y,z €R", (x+3z,y)=(xX,y)+(z,y)

4) Para cada x € R" y cada k € R se tiene que (kx,y) =k(x,y)

Con las definiciones que hemos dado se cumple, ademas, la importante desigualdad de Cauchy-
Buniakovski-Schwarz:

Proposicion 1.1. Sean x,y € R" entonces

16,3 < (x, )

D=
NI—

7. 5)

Demostracion. Six = 0 0 ¥ = 0 obviamente se da la igualdad. Supongamos entonces que X #
0 #y y consideremos x + Ay. Entonces

0 < (x+2y,x +Ay) = IIx|I* + 2A(x,¥) + 2[[¥|I*
por tanto
—220%,y) < IIxII” + 2217 11?
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Tomando ahora A = ——. (puede hacerse porque estdbamos suponiendo ¥ # 0) resulta

i
[ES [
25T ) < IR+
] 512
[
5 7)< IKIP+ I
I
7
-
—2 %, 3) < 2
—2|[7II(%, ) < 2IFIPI7
(%) < 77

111>

=1
—2

(x,) < 2[lx]I*

Repitiendo los mismos razonamientos pero tomando ahora A = —H llegamos a
y
¢, y) < IIx1llixl

Teniendo en cuenta este resultado y el que esta dos lineas mds arriba, concluimos finalmente que

|G < XN

B Observacion 1.2.

Por orden, de izquierda a derecha, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), Viktor Yakovlevich Bu-
niakovski (1804-1889) y Hermann Amandus Schwarz (1843-1921). Los tres “redescubrieron” la
misma identidad. En numerosos textos no aparece mencionado el nombre de V. Buniakovski.

B Observacion 1.3. La norma euclidea que hemos definido anteriormente cumple las propiedades
siguientes:

1-¥xeR", |[x||=0 y|x[|=0&Xx=0

2.-Vx eR", YA €R, [|Ax]|| = |Alllx]|

3-Vx,y €RY, |+ Yl < Ixll + Iyl

La tercera propiedad, conocida como desigualdad triangular, se puede probar a partir de la des-
igualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz.
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B Observacion 1.4. La distancia euclidea d(x,y) = ||x — y]|| verifica las siguientes propiedades:
para cada x, y,z € R" se tiene

1.-d(x,¥y)=20;d(x,y)=0&c=x=Yy

2.-d(x,y)=d(¥,x)

3.-d(x,y) <d(x,2)+d(z,y)

2. Conjuntos abiertos y cerrados. Puntos interiores, exteriores

y frontera
B Ejemplo 2.2.
Definicién 2.1. Llamamos bola B((0,0), D ={(x,y) eR*: V/x2+ y2 <1}
abierta de centro a € R" y radio
reR"a

B(a,r)={x eR":d(x,a)<r}
Llamamos bola cerrada de centro
acR"yradior e R* a
Bla,r)={x eR":d(x,a) <r}

B Ejemplo 2.3. Cuando estamos en R (n = 1) entonces las bolas abiertas son precisamente los
intervalos abiertos

Bla,r)={xeR:y/(x—a)=|x—a|<r}=(a—r,a+r)

Definicion 2.4. Diremos que U C R" es un conjunto abierto si para cada x, € U existe r > 0
tal que B(xy,r) C U. Un conjunto U C R" es cerrado si su complementario R" — U es abierto.

{(x,y) € R?: y > x} abierto {(x,y) € R*: x > 0} cerrrado

H Ejemplo 2.5.

B Ejercicios 2.6. Discutir si los siguientes conjuntos son abiertos, cerrados o ni abiertos ni cerra-
dos:

1. {(x,y) €R?*: y > x?}
2. {(x,y) eR?: |x| > 2}

3. {(x, y) eR?: x| + |yl = 2}
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4. {(x,y) Rt x| < 1,|y| <2}

Definiciéon 2.7. Dado A C R", a € A es un punto interior de A si y sélo si existe r > 0 tal que
B(a,r) c A. Diremos que un punto x € R" es un punto frontera de A si toda bola centrada en x
contiene al menos un punto en A y un punto que no esta en A. Diremos que un punto y € R" es un
punto exterior a A si existe r > 0 tal que B(a,r)NA=0.

W Ejemplo 2.8. El punto A de la
figura es un punto interior al con-
junto dibujado, el punto C es exte-
rior y el punto B es un punto fron-
° tera.

Definicidon 2.9. Sea A C R".
a) Llamaremos interior de A al conjunto A= {x € R" : x es interior a A}
b) Llamaremos frontera de A al conjunto JA = {x € R" : x es punto frontera A}.

c) Llamaremos adherencia de A al conjunto AU dA. También se le suele denominar cierre de A.

B Observacion 2.10. » El interior de un conjunto A es el mayor abierto contenido en ese
conjunto.

= La adherencia de un conjunto A es el menor cerrado que contiene a ese conjunto.

= Un conjunto es abierto si y solo si coincide con su interior (i.e. todos sus puntos son interio-
res).

= Un conjunto es cerrado si y solo si coincide con su adherencia (i.e. A contiene a su frontera).

Definiciéon 2.11. Sea A C R".
a) Se dice que x € R" es un punto adherente de A si para cada r > 0 se tiene que B(x,r) NA # .

b) Se dice que x € R" es un punto de acumulacion de A si para cada r > 0O se tiene que (B(x, r)y—
{x})na#0.

¢) Si B C R" se dice que A es denso respecto a B si B C A. En el caso particular en el que B = R" se
dice que A es denso en R".
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3. Conjuntos acotados, compactos y conexos

Definiciéon 3.1. Un subconjunto A de R" es acotado si existe k > 0 tal que para todo x € A se
cumple que ||x|| < k.

La definicién que acabamos de dar equivale a decir que un conjunto es acotado cuando pode-
mos meterlo dentro de una bola. A veces es interesante también considerar el tamafio que tiene
un conjunto.

Definicién 3.2. Sea S un subconjunto no vacio de R". Definimos el didmetro de S como

d(S) =sup{|lx—yll: x,y € S}.

Si d(S) < oo se tiene que S es un conjunto acotado. Por el contrario, si d(S) = oo resulta que
S no es un conjunto acotado.

Definiciéon 3.3. Un subconjunto A de R" es conexo si no existen dos abiertos U,V C R tales que
AcUuVvyUNnV=40.

Definicidon 3.4. Un subconjunto A de R" es compacto si de cualquier recubrimiento por abirtos de
A se puede extraer un subrecubrimiento finito.

Si {U; : i € I} es una coleccién de abiertos tales que U U; D A entonces existe una cantidad finita
i€l

de indices i;,...,i; €I talesque ACU; UU;, U---UU,

En la asignatura de Cdlculo en una variable habéis estudiado el teorema de Heine-Borel que
afirma que las siguientes tres afirmaciones son equivalentes para un subconjunto A C R.

1. Aes cerrado y acotado.
2. A es compacto.

3. Todo subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulacién en A.

La tercera afirmacién puede reinterpretarse como el teorema de Bolzano-Weierstrass y, de
hecho, los teoremas de Heine-Borel y de Bolzano-Weierstrass resultan ser equivalentes ( ver aqui).
Eso mismo ocurre en R" y lo probaremos mas adelante.
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Eduard Heine (1821 - 1881) Emile Borel(1871 - 1956)

4. Otras métricas posibles

Habiamos visto las propiedades de los productos escalares, las normas y las distancias. Hacien-
do un ejercicio de abstracciéon podemos utilizar esas propiedades para definir nuevas estructuras
y poder medir de otra forma.

Definicion 4.1. Sea ||.|| : R" — R una funcién definida sobre todo R" que verifica las tres propie-
dades siguientes:

1.-VxeR", [|x]|=20 yl|x||=0&=x=0

2.-Yx eR", VA ER, [|Ax]|| = |A]||x]|

3-Vx,y eR", [Ix+yll < (1>l + ¥l

Entonces se dice que esa funcién es una norma en R".

B Ejemplo 4.2. a) La funcién ||.||s : R" — R definida por
[ [|oo = max{[x;], ..., [x,[}

es una norma en R". Se conoce como la norma del supremo.

b) Para cada p > 1 podemos definir ||.||, : R" — R como

1
n P
Ix[l, = (Z |xl-|P)
i=1

Esa funcién es una norma y, en particular, la norma euclidea es la que se obtiene cuando p = 2.

Probaremos en seguida que las funciones || - ||, son normas. Asumiendo que lo son, representa
la bola unidad para las métricas p = 1, p = 2, p = o0. ¢Como intuyes que es la forma de las
bolas para el resto de valores de p?

https://www.geogebra.org/m/TxyaSmaB

Para probar que las funciones || - ||, son normas necesitaremos la desigualdad de Minkowski,
que se obtiene a partir de la de Holder yesta, a su vez, utiliza la desigualdad de Young en su
demostracion. Los autores de estas ideas son los siguientes:
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| Otto Holder Hermann Minkowski
(1863 - 1942) (1859 - 1937) (1864 - 1909)

Yy . 1 1
Proposicion 4.1 (Desigualdad de Young). Sean p,q > 1 tales que —+— =1y sean a,b = 0.
P q

Entonces
aP b1
ab< —+ —.
p q

Demostracion. Sia =0 o b = 0 el resultado es trivial, puesto que ab = 0 y el miembro derecho
de la expresién es simpre no negativo.

Para el caso en el que a, b # 0 debemos observar una propiedad de la funcién exponencial:

1

X y

Si0 < a <1, debido a la concavidad de la funcién exponencial, se verifica que

e +(1=0Y < e 4 (1—a)e”

Tomemos, como caso particular, x = ploga, y =qlogbhya= %. Entonces

1 1 1 1 ab b4
ab = eloga+logb — epploga+qqlogb < _eploga + _eqlogb = 4 —

p q p q
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1 1
Proposicion 4.2 (Desigualdad de Holder). Sean p,q > 1 tales que —+ — =1y sean x,y € R".
P q
Entonces

n
D il < llxlly Nyl
k=1

Demostracion. Six =0 oy = 0 el resultado es trivial. Supondremos entonces que x # 0 # y.
Aplicaremos la desigualdad de Young a los niimeros

. | . | Vil
a= , b=
[l ]l llyllg

y obtenemos que, para cada k, se tiene que

il 1yl 1 bal? 1|yl
lxllpllylly, — p llxlly g llyllg

Sumando en k llegamos a

zn:|xk| |yl Zn:|xk|p anlyqu
k=1 1 =3 1 =

1 el L1 Iy 1 L1
IxiLlyll, 2 lxllb g vyl plxlly qllylle p g

de ahi, pasando el denominador de la izquierda al otro miembro, se obtiene

n
D el < lell, 1y llg-
k=1

B Observacion 4.3. En el caso particular en el que p = q = 2 esta desigualdad es la misma que
la de Cauchy-Bunjakowski-Schwartz para el producto escalar usual.

Proposicion 4.3 (Desigualdad de Minkowski). Sean x,y € R". Entonces, parap > 10 p = 00 se
tiene que

Il +yll, < llxll, + [yl

Demostracion. El caso p = 00 es sencillo y se deduce de la desigualdad triangular para niimeros
reales: |x, + yi| < |xi| + |yx| paracada k =1,...,n.

: 7 < 7 V4 :
llx + ¥lloo gg;lxwykl_ggglxklﬂgggqukl 1% oo + ¥l 0o

Sea ahorap € R, p > 1.

n n
e + ¥ 112 = >l + vl = D> e + vl o + il <
k=1 k=1
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n n
< et vl el + D I+ vl 7yl ()
k=1 k=1
Ahora aplicaremos la desigualdad de Holder en la suma de la izquierda a
w=(x;+y,P 7., Ix, +y, P ) ER yx =(xq,...,x,) ER".

Si q es tal que % + % = 1 entonces ¢ = ;5. Resulta:

n n n 1
D i+ yilP el = el lwil < el llwll, = lxll,( D lwil?)" =
k=1 k=1 k=1

n n

1 p—1
—1-P_\q P _
= lxll,( D+ 3777 ) = Nl D+ 30l?) T = lxlllle + y |2

k=1 k=1
Procediendo de manera andloga con la suma de la derecha en (*) obtenemos que

n

D+ vl < Hlyllllx + y 2!

k=1
Y, uniendo esas dos desigualdades y volviendo al principio del desarrollo, obtenemos que
llx + 112 < llxllpllx + 1B~ +llyll,pllx + ylE =
llac + 127 e, + Ny ),
y, dividiendo ambos lados entre ||x + ylli_l, obtenemos que
e +yll, < llxll, + 1yl

Noétese que no habriamos podido dividir inicamente en el caso en el que x = —y, pero en ese
caso la desigualdad se verifica de modo trivial. [ |

5. Sucesiones

Al igual que ocurria en el andlisis real de una variable, muchas propiedades topoldgicas se
pueden caracterizar mediante sucesiones.

Definicion 5.1. Una sucesién es una aplicacion f : N — R" tal que f(k) = a;. Normalmente la
denotaremos como

a,,a,,as,...
o, simplemente, como
{ak};fil
a,, a,,... son los términos de la sucesion y a, es el término general de la sucesion.
En lo que sigue, a, € R" serd a; = (ax1, Akys - - -, Apyy)-

Definicion 5.2. Diremos que la sucesion {x,} converge a £ si para cada ¢ > 0 existe k, € N tal
que, si k > k, entonces |[x, —£|| < ¢
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Proposicién 5.1. La sucesién {x,};2, es convergente en R" si y solo si cada una de sus componentes
{xyi}po, convergeenR (i=1,...,n).

Demostracion. Supongamos que x; — £. De acuerdo con la definicién, fijado ¢ > 0 existe k, € N
tal que, si k > k, entonces ||x; —£|| < €. Entonces, para cada k > k, se tiene que

5 — 0o < /(g — €12+ + (g =€)+ + (g — €2 = llx— L] < e

Supongamos ahora que para cada i se tiene que x;; — £; y sea € > 0. Sea k; tal que si k > k;
€
es |x; — 4| < —.
n

Tomando k, = max; k; y k > k, se tiene que

1Iz;‘z €2
|xki_€i| S \/(Xkl—gl)z-l-'---l-(xkn—fn)z S ;++;:8

Proposicion 5.2. Un conjunto A C R" es cerrado si, y solo si, para toda sucesion {x;} C A convergente
a { se tiene que { € A.

Demostracion. Supongamos que A es cerrado y que {x;} — £, {x,} € A. Dado ¢ > 0, como
{x} — € existe k, tal que si k > kg, ||x;, —£|| < €. Eso es lo mismo que decir que x; € B°({,¢€) y
por ello £ es punto de acumulaciéon de A. Como por hipétesis A es cerrado, tiene que ser £ € A.

Por otra parte, sea x un punto de acumulacién de A. Por esta razén podemos encontrar, para
cada k > 1, un punto x;, € AN x; € B°(x, 1/k). De este modo hemos obtenido una sucesion {x;}
que, por construccidn, converge a x. La hipdtesis nos dice que x € Ay, por tanto, A contiene a
todos sus puntos de acumulacidn, luego A es cerrado. |

Teorema 5.3 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada contiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Si {x;} es acotada en R", cada una de sus componentes {x;,;} es acotada en R.
Gracias a la version unidimensional del Teorema de Bolzano-Weierstrass, la sucesidon {x; }ren
tiene una subsucesion {x; }r;, que es convergente (I; C N).

Consideremos ahora la sucesién {x,},c;,- Como esté acotada, tiene una subsucesion {x; }er,
que es convergente (I, C I,).

Pensemos ahora en la sucesion {x3}¢;,- Como esté acotada, tiene una subsucesion {xys} ey,
que es convergente, (I3 C I,).

Procediendo del mismo modo, llegaremos a una subsucesién {x;,}.c; que es convergente,
(I,cIl,_,c---cl,cI; CN).
El sistema que hemos seguido nos asegura que cada una de las sucesiones

{Xkl}kezn, {xkz}keln: cees {an}keln

son convergentes y, por tanto, la sucesién {x;};c; también lo es. [ |
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Bernard Bolzano (1781 - 1848) |Karl Weierstrass(1815 - 1897)

Una aplicaciéon del Teorema de Bolzano-Weierstrass es el resultado siguiente, que vamos a
utilizar mas tarde:

Proposicién 5.4. Sea C un conjunto cerrado, C # @ y sea x € R". Entonces existe a € C tal que
||[x —al| es minimo.

Demostracion. Sea x € R" y definamos 6 : C — R por 6(y) = ||x—y]||. Sear, =inf{6(y): y € C}.
Entonces, para cada k > 1 existe y; € C tal que
ro < 0(y) <ry+1/k.

La sucesion {y,} que acabamos de construir es acotada y, por tanto, contiene una subsucesion
que es convergente a un cierto a € R". Como C es cerrado y la sucesidn estd contenida en C,
ocurre que a € C. Ademas, por la construccidn realizada, se verifica que 6(y) = r,. [ |

Definicion 5.3. Dados un punto x € R" y un conjunto B C R" definimos la distancia de x a B como

inf{]|x —b|| : b € B}

Para estudiar la convergencia de sucesiones nos interesa extender a este contexto el de suce-
sion de Cauchy, que ya se utilizé en el andlisis en una variable.

Definicidon 5.4. Una sucesion {x,} C R" se dice que es una sucesién de Cauchy si, para cada € > 0
existe ko, € N tal que si p,q > k, entonces |[x, —x || <e.

Proposicion 5.5. a) Una sucesion {x,} C R" es una sucesion de Cauchy si y solo si cada una de sus
sucesiones componentes {x;;} es una sucesion de Cauchy en R, donde x; = (Xy1, X5« - - » Xkn-
b) Toda sucesion de Cauchy en R" es una sucesion convergente.

La demostracién se deja como ejercicio sencillo.

Lema 5.6 (Principio de los conjuntos encajados). Sean S,,S,, ... cerrados no vacios de R" tales que

§$1D8,D:-+D8, D yque verifican lim,_, ., d(S;) = 0. Entonces la interseccion ﬂ;:il S\ contiene
un unico punto.
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Demostracion. Consideremos una sucesién {x,;} de modo que x, € S, para cada k € N. Por la
condicion del enunciado, si k < p se tiene que x, € S, y, por tanto,

llx, —x,Il <d(Sy), sip,q=k.

Eso implica que {x,},>, es una sucesién de Cauchy en S, y, por tanto, convergente a un cierto
punto x que, por ser S, cerrado, es x € S;. Como esto ocurre para cada k € N se tiene que
oo
x €[ )e; Sk
N oo 7
Tomemos ahora un punto cualquiera y € ﬂkzlsk. Como tanto x como y estan en S, para
cada k ha de verificarse

[l —yll < d(Sy)
;
por lo que ha de ocurrir que y = x. [ |

Definicidon 5.5. Sea A C R". Diremos que una colecciéon ft de conjuntos abiertos es un recubrimiento
abierto de AsiAC | Jyeq U-

Teorema 5.7 (Heine-Borel). Sea S C R" cerrado y acotado y sea R un recubrimiento abierto de S.
Entonces se puede extraer un subrecubrimiento finito, esto es, existe una cantidad finita de elementos
de R, U;,U,,...,U,, talesque S C U; UU,U---UU,.

Demostracion. La prueba se hace por reduccion al absurdo. La haremos primero para el cason = 2
con el objeto de fijar ideas y luego la extenderemos al caso general.

Supongamos que existe un recubrimiento  para el que no se puede extraer un subrecubri-
miento finito. Como S estd acotado, se puede meter en un cuadrado

C={(x,y)eR?*:aq;<x<a;+L,a,<y<a,+L}

con lados de longitud L.

Dividiendo por la mitad los lados de C obtenemos cuatro cuadrados C;, C,, C;y C,, cuyos lados
miden L/2. Llamemos

SiZSﬂCi, 1Slg4.
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Li2<

Lf2

Cada S; es cerrado por ser interseccion de conjuntos cerrados y, ademds, S = S; US, US;US,.
Como S no se puede recubrir por un nimero finito de elementos de R, ocurre lo mismo con al
menos uno de los cuatro subconjuntos S;,S,,S;,S,. Llamaremos S' a uno de esos subconjuntos
que no puede ser recubierto por un nimero finito de elementos de & y C! al cuadrado C; tal que
st=sncl.

Ahora, para S', hemos vuelto a la situacién de partida: tenemos un conjunto cerrado y acotado
que no puede ser recubierto por un ntimero finito de elementos de R. Ademés S! estd contenido
en un cuadrado con lados de longitud L/2. Rompiendo los lados de C! por la mitad, podemos
dividirlo en 4 cuadrados mas pequefios, cuyos lados miden L/4. Asi, podemos descomponer el
cerrado y acotado S, en cuatro cerrados y acotados S' = S] US; US, US, con la propiedad
de que uno de ellos no puede recubrirse con una cantidad finita de elementos de R. A ese le
llamaremos S? y estar4 contenido en un cuadrado C2. Dividiendo los lados de C? por la mitad,
lo descompondremos en cuatro cuadrados de lados con longitud L/8, que daran lugar a una
descomposicién de S? en cuatro trozos, de los que alguno no puede cubrirse por un nimero finito
de elementos de R, al que llamaremos S°.

Continuando con este proceso, podemos construir una sucesiéon de conjuntos cerrados no va-

L
cios S 5522 5% > .- de modo que, por construccién, d(S¥) < 2 El principio de los intervalos

. . . o0 k
encajados nos dice que existe un punto x € ()_, S*.
Como x € S tiene que existir U € R tal que x € U vy, por ser U abierto debe existir € > 0 tal

K cp ti L : k
que B(x,€e) C U. Como para cada s € S” se tiene que ||x —s|| < o se sigue que S C U para k

suficientemente grande.
Hemos llegado a que S; puede ser cubierto por un tnico elemento de R, lo que contradice lo
que habiamos supuesto.

Para el caso general n > 2 en lugar de considerar el cuadrado C de lado L comenzaremos
considerando un hipercubo C también de lado L :

C={(xy,x5,...,x,)€ER":q; <x;<a;+L,i=1,2,...,n}
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Dividiremos por la mitad los lados de ese hipercubo, dando lugar a 2" hipercubos cuyo lado
mide L /2. Intersecando cada uno de esos hipercubos con S, descompondremos a este cerrado en
2" cerrados de los que, al menos uno, no se podran recubrir por una cantidad finita de elementos
de ®. Llamaremos S! a uno de esos cerrados. A partir de ahi procederemos del mismo modo que
en la prueba que hemos descrito para n = 2, construyendo una sucesion de cerrados encajados
que, en principio, no pueden ser recubiertos por una cantidad finita de elementos de R pero que
al final resultan poderse recubrir por un tinico elemento. Eso produce una contradiccién que nos
permite deducir que la hipdtesis hecha era falsa.

|

B Observacion 5.6. Lo que acabamos de probar es que en R" equivale decir que un conjunto
es cerrado y acotado a que es compacto. Se estudiard en la asignatura de Topologia que esto no
siempre es asi para espacios topoldgicos cualesquiera.
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Capitulo 2. Funciones, limites y continuidad

1. Funciones reales de variable vectorial o campos escalares

1.1. Definicién y operaciones

Comenzamos estudiando este tipo de funciones que nos serdn de gran utilidad cuando

estudiemos las funciones vectoriales de variable vectorial.
Del mismo modo como una funcién real de variable real hace corresponder a cada ele-

mento de su dominio un nimero real, podemos considerar una aplicacion, definida sobre
un conjunto D de R” tal que a cada = € D le haga corresponder un elemento f(x) de R.

Definicién 1.1. Una funcién real de variable vectorial es una aplicacién de R" en R.
f: R™ — R
(1, ..y Tn) = f(T1,...,2p).
B Ejemplos 1.2. Los siguientes son ejemplos de funciones reales de variable vectorial
= Para especificar la temperatura 7" en una regiéon del A del espacio se necesita una
funcién T: A C R* —» R.

m Sea f:R* >R talque f(z,y,2,t) =2?+y*+ 22+t

= La altura se puede especificar mediante una funcién  : R* — R.

Definicién 1.3. Sea f : R" — R. Entonces llamamos dominio, gréfica e imagen de f a los
siguientes subconjuntos de R”, R y R"*! respectivamente

Dom(f) = {(z1,...,x,) € R" : I f(x1,...,2,) € R} CR"
Im(f)={yeR:3(xy,...,2,) € R"con f(z1,...,2,) =y} CR
G(f) ={(x1,...,2n, f@1,...,20)) \ (21, ...,2,) € Dom(f)} C R"™
B Ejemplo 1.4. Calculamos el dominio de las siguientes funciones

T

flz,y) = % f(z,y) = arcsin(x + y)

15
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B Ejemplo1.5. a) Si f:R — R entonces su gréfica es una curva de R?.
b) Si f:R?— R entonces su grafica es una superficie de R3.

c) Si f:R*>— R talque f(x,y) =2 su grafica es el plano horizontal Z = 2.
Definicién 1.6. Sea f : U C R" — R. Un conjunto de nivel de f es un subconjunto de R"

donde f es constante.

CeR=C=Lc={7=(21,...,2,) € Dom(f): f(z)=C}

En el caso de n = 2 y n = 3 los conjuntos de nivel reciben el nombre de curvas y superficie de
nivel respectivamente.

B Ejemplo 1.7. Sea f:R — R tal que

%) siC < 0; . )
F@) =] = Le={ 0 §iC = 0; f(x):3:>LC:{]§2 nOrY
{C,-C} siC >0. -
B Ejemplo 1.8. Sea f:R? — R tal que
flz,y)=y—2= Lc={y=C+2} rectas
B 5 5 | o siC <0
f(a:,y)—vx Ty :>LC_{:L'2+y2:C2 siC > 0.
ZN
curvas de nivel grafica

B Ejercicios 1.9. Sea f(z,y) = ﬁyﬂﬂ Observa los graficos y calcula las curvas de nivel y
el dominio de la funcién f.

curvas de nivel ' grafica

Definimos ahora las principales operaciones entre funciones reales de variable vectorial,
que es una generalizacién del caso de funciones reales de variable real.
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Definiciéon 1.10. a) Sean f,g : R" — R, definimos (f + g) : R* — R donde
(f+9)(z) = f(x)+ g(x) conx € Dom f N Dom g.

b) Sea f : R® — R. Se define \f : R” — R donde (\f)(z) = Af(z) conz € Dom f.

c) Sean f,g : R" — R, definimos (f.g) : R* — R donde (f.g)(z) = f(z).g(z) con x €
Dom f N Dom g.

d) Sean f : R* - R™y g : R™ — RP?, se define (go f) : R* — R? donde (g o f)(z) = g(f(x))
conz € Dom fy f(zr) € Dom g. Observar que la composiciéon de funciones no es
conmutativa.

e) Sean f,g : R” — R con g(z) # 0 para todo z € Dom g, definimos g : R" — R donde
f flx
L)@y = L2

=—=conz € Dom f N Dom g.
g 9(x)

W Ejercicios 1.11. Calcular el dominio y describe los conjuntos de nivel de las siguientes
funciones

a)f(z,y) = —1 b)f(z,y) =2 —y? o) f(w,y,2) =2 +y— 2

d)f(x,y) = \/x;Tyz e)fx,y,z) =2 +y*+2° f)f(z,y) =2z -y
1.2. Limites

Definicién 1.12. Sea f : R* — R diremos que lim;_,, f(Z) = [ si y s6lo si para cada e > 0
existe 0 > 0 tal que si || — a||g» < J, entonces |f(z) — ] < e.

limz ,, f(T) =1l <= Ve >0,30 >0talquesi||T —a| <d = |f(z) =] <e

W Ejemplo 1.13. Sea f : R* — R con f(z,y) = 2. Demostramos que lim, ) (0,0) f (2, y) = 0.
observar que ||(z,y) — (0,0)|| = /22 4+ 2, |f(x) = | = |z — 0] = |z| y |z| < /2% + 3% Asi

tenemos

Ve >0, 30 =ctal quesi ||(z,y) — (0,0)]| = Va2 +y? <|z| < ¢
= |f(x)—Il|=]z—0|=|z| < V2?4+y?<d=¢

2

x
Sea f(x,y) = ———. Demostramos que lim, oflz,y)=0.
( ) \/m q (z,y)—(0,0 ( )

Ve > 0, 34 tal quessi | (,y) — (0,0)]] = Va2 + 47 <&

33'2

:>|f(x)—z|:‘——o <
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como

2 2 2
T 7ty :/—x2+y2<5

\/332 +y2 \/a:Q + /2
Por tanto basta con tomar ¢ = «.

M Ejercicios 1.14. Demostrar que:
a)si f(x,y) = x entonces lim f(z,y) =a.
(z,y)—(a,b)

b)si f(z,y) = K entonces lim f(z,y) = K.

(z,y)—(a,b)

Las propiedades de los limites de funciones de varias variables son anélogas a las pro-
piedades de los de una variable y se demuestran de forma similar.

Proposicion 1.1. (Unicidad del limite). Si limz_,z f(T) = b1, y limz_z f(T) = ba, y existe dicho
limite entonces by = b,.

Proposicién 1.2. Sean f, g: ACR" =R y zo € Ay c € R. Entonces:
1. Si lim, ., f(z) =b1, y lm, ., g(x) = by, entonces lim, ., (f £ g)(x) = by & bs.

2. Si lim, . f(x) =b1, y Um,,,, g(z) = b, entonces lim, .., (fg)(x) = b1bs.

3. Si lim, ., f(x) =b#0 entonces lim,_,,, m —

4. Si limy_,, /@ = elimareo f(2),

5. Si lim, ., f(x) =0, y g estdacotada, entonces lim,_,,, (fg)(z) = 0.

B Ejemplo 1.15. Utilizando las propiedades del limite calculamos directamente los siguien-
tes limites:

a) lim (2%y—3y)= -3
) (:v7y)—>(0,1)( y=3y)
3 —6
b) lim Y2
(z,y)—(2,-1) T2 + y? 5

B Ejemplo 1.16. Si p(z1,...2,) = z;,q(x1,...2,) = k entonces se comprueba facilmente que
1im p(T) = (x0); y lim ¢(T) = k,y por tanto para cualquier polinomio p,q : R" — R se tiene
T—T0 T—x0

que Jinip(f) = P(7y), lim P(@)Q(T) = P(70)Q(7o), hm e?® = (@) y i ¢(75) # 0 entonces
@ _ p(@

#w (T)  q(To)

1.2.1. Caélculo de Limites

Cuando en un limite aparezca una indeterminacién podemos intentar calcular dicho
limite utilizando los siguientes métodos:
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Usando operaciones algebraicas para el cilculo de limites. Suele ser ttil en el caso de
indeterminaciones del tipo J.

B Ejemplo 1.17. a)Puesto que lim, ), (0,0) ””::—:;;’3 = % entonces
3 _ .3 . 2 2
im =¥ —  iim (z—y)@” + oy +y) = lim (#*+a2y+y>) =0
(m,y)—>(0,0) €r — y (m,y)—>(0,0) xr — y (m,y)—>(0,0)
, r—Y 0
b) lim,, 11) ————= = , entonces
(z,y)—(1,1) V7 — JU 0
— xr— T+
tm 2TV gy CEWWEEVD) ol p
@=L VT = /Y (@y)—(11) T —y (2.y)—(1,1)

Calculando limites direccionales. Si existe lim(, y).(a5) f(%,y) = L entonces existe

lim, ., f(z,¢(x)) = L, donde ¢(x) = y es una trayectoria con p(a) = b

Si el limite depende del camino por el que nos acerquemos al punto, entonces el limite
no existe.

B Ejemplo 1.18. Comprobamos que el siguiente limite no existe

xy 0

lim ——— =
(@y)—©00) 2 +y2 0
Nos acercamos a través de la recta y = Ax.

Ax? B A

i —
25022 - A2 14 A2

Comprobamos que el siguiente limite

%y 0

lim ——=-—
@y)—00 z* +y* 0
no existe acercandonos a través de la recta y = Az

i pY A
fm =
y—0 x4 + N2z% 14+ A2

Limites Iterados. Llamamos limites iterados a los limites

lim(lim f(z,y)) y Hm(lim f(z,y))

y—b z—a y—a y—b

Si existen los limites iterados y tienen distinto valor, entonces podemos asegurar que el
limite no existe

h'm(h'mf(fc,y))#;ﬂ(iﬁf(x,y))éﬂ lm  f(z,y)

y—b z—a (z,y)—(a,b)

La existencia o incluso la igualdad de dichos limites no implica la existencia del limite.
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B Ejemplo 1.19. Comprobamos que el siguiente limite no existe

2?2 — y?

1m —_—
(z,y)—(0,0) 2 + 32

Calculamos los limites iterados

.y, =y P
lim [ lim =lim— =1
z—0 \y—0 12 + y2 z—0 2

) Y iy
lim | lim =

y—0 \ z—0 12 + y2 y—0 y2
Luego el limite no existe.

Observaciones

i) Si los limites iterados existen y ambos tienen el mismo valor L entonces el limite puede
existir o puede no existir, pero si existe su valor serd L.

. , zy
B Ejemplo 1.20. lim ——.
jemp (z,9)—(0,0) 2% 4 y2

ii) Si existe solo uno de los limites iterados y vale L, entonces el limite puede existir o no existir
pero si existe su valor es L.

1
B Ejemplo1.21. lim zcos (—)
(2:4)=(0,0) z? + y?

iii) Puede que exista el limite y no exista ninguno de sus limites iterados

1 1
B Ejemplo 1.22. lim z%sin (—) +y*sin <—)
0,0) y x

(2,y)—=(

M Ejercicios 1.23. Calcula los siguientes limites

) rIn(1l + 22 + y?) ) iy ) 5 . 1
lim lim % lim z°sin SCRT)
(2.)—(0,4) Nt (2.9)—(0,0) Y + 25 (2.9)=(0,0) 22 +y
, 312 , (22 4+ y2) — sin /(22 + y?) i t + 22y — y?
lim — lim lim ———2-
(@)—(0,0) 2% + 2y* (2,9)—(0,0) (22 + 1?) (xy)—(00) 22+ 3y?
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1.3. Continuidad

Definicién 1.24. Una funcién f : D C R"” — R es continua en un punto a € D si y s6lo si
lim,_,, f(z) = f(a). Es decir, el limite y el valor en el punto existen ambos y coinciden.

f es continua en el punto a € D <= limz_,, f(T) = f(a)

f es continua en D C R" cuando f es continua para todo punto a € D.

2
B Ejemplo 1.25. Como vimos en el ejemplo [1.13| tenemos que  lim L 0, ast

(2.9)=(0,0) /22 + 2

pues, la funcién

fog) — { = () #(0,0),
0 (x,y) = (0,0).
verifica que
1'2
oo OV = (o g 0 /00

Por tanto f es continua en el punto (0, 0).

Se observa que la definicién es una generalizacion de la definicién de continuidad que se
tenia en funciones reales de una variable.

Proposicién 1.3 (Propiedades de las funciones continuas). Sean f, g: ACR" =R, zp € A y
c e R

1. Si f y g son continuas en x,, entonces tambiénloes f + g.
2. Si f y g continuasen x,, entonces tambiénloes fg.

3. Si f escontinuaen xo,y f(x)# 0paratodo x € A, entonces % también lo es.

4. Si fescontinuaen xoy h: ACR — Rescontinuaen f(x,) entonces ho f es continua en
Zo

B Ejemplo1.26. 1. Noesdificildemostrarque: lim z=a, lim y=0> lim c¢=
(z,y)—(a,b) (@y)=(ab) (@)= (ab)
c. Por tanto cualquier funcién polinémica es continua y las funciones racionales y ex-

ponenciales son siempre continuas en su dominio.
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2. Utilizando las propiedades de las funciones continuas, tenemos que

f(z,y) = ze¥ = f(a,b) = ae’ = ( I)III?E ) ze¥ por tanto, f es continua en todo R?
x,y)—(a,
ya que es un producto de un polinomio (continua) y una composicién de funciones continuas.

T,y — v 2cosa:y:> a, — e cosab= lim e 2cosyz;y
f oty f b a“+b b ( l)f(b):Eer

T,y — a,
es continua en todo R?.

f(x,y) =In(zy)(1 - 2° + y°) = f(a,b) = In(ab)(1 — a® +-b?) = o In(zy)(1 - 2* +y°)
x,y)—(a,
es continua en todo punto de su dominio.

3. Si a la funcién del ejemplo le aplicamos las propiedades 3 y 4 obtenemos que si
(a,b) # (0,0) entonces f es continua

2 2

= f(a7 b) (CL, b) 7£ (07 0)

lim f(z,y)= lim

s a
(29)—(a.b) (@) —(ab) /22 + 42 Va® + b

Ademas como en el ejemplo demostramos que también era continua en (0, 0) con-
cluimos que f es continua en todo R?.

B Ejemplo 1.27.
/xy T 7& 07 2 o3 6 9
a) f(ZB, y) = ity = lim —l’y = lim w =0 = f((), O)
0 x=0. (@200 /22 4y2 r=0 )
224y 9 9 u=z?+y?
mi—e—o &, 0,0 )
b) f(l',y) — ) In(1—22—y3?) ( y) 7é ( ) s lm x _|_2y : ~
0 (z,y) = (0,0). (2,9)—(0,0) In (1 — 22 — 32)
w L'H
= lim lmu—1=-1
u—0 In (1 — U) u—0
u=xr+
r > =Y, (@.9)—(a,—a) €2TY — ] (2,y)—(a,—a) ety — 1
C) f(]37 y) = erty — 1 = r>—y >—y
2z r < —y. lim 2z =2a
o (z.9)=(a,—a)
z<—y
2?2 — o2

— lim

—— =2a = _
(z,y)—(a,—a) €¥TY — 1 a= f(a,—a)

Definicién 1.28. Una funcién f : D C R” — R es continua si y sélo si es continua en cada
punto de su dominio D.
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W Ejercicios 1.29. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

CL) f(x)y) — {xsin 92+—$2 T 7£ 0 b) f(x7y) o {W (x7y) % (0,0)

0 x=0. 0 (z,y) = (0,0).
. €2x+2y_
c>f<x,y>={$_”’ PTVEO g pagy = o1 TR
1 r+y=0 2 z+y=0
. Yy QZ'SO - yy22:v—xz237 <x>y)7é ) )
e)f(x,y)—{_y v >0 f(x,y)—{0+ (2.9) = (0,0)

2. Funcidn vectorial de variable vectorial

2.1. Definicién y operaciones

Del mismo modo como una funcién real de variable vectorial hace corresponder a cada
elemento de su dominio un nimero real, podemos considerar una aplicacion, definida sobre
un conjunto D de R™ tal que a cada = € D le haga corresponder un elemento f(z) de R™.
Asi, se tiene la siguiente definicién.

Definicién 2.1. Una funcién vectorial de variable vectorial es una aplicacién de R en R™.
f: R"™ — R™
(1, yxn) = (filzr, . xn), fo(xr, oo ), ooy f(T1, - 20)).

donde paracadai=1,...,m

(1, ..y ) = f(T1,.. ., 20),

son las funciones componentes de f.

Es evidente que una funcién real de variable vectorial es un caso particular de funcién
vectorial de variable vectorial con m = 1.

B Ejemplo 2.2. 1. la funcién
f: R — R3
(z,y) — (22 +y% e+ 2yz — 3y?).

es una funcién vectorial de variable vectorial donde n = 2 y m = 3. Las funciones
componentes son funciones f; : R? — R con

filz,y) = x* + 47
fZ(xvy) =e*
f3(@,y) =z + 2yx — 3y*

2. la funcién
f: R — R?
t +— (2cost,2sint).
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es una funcién vectorial de variable vectorial donde n = 1 y m = 2. Las funciones
componentes son funciones f; : R — R con

fi(t) = 2cost
fg(t) = 2sint

3. Para especificar la velocidad de un fluido en el punto (z, y, z) en el tiempo ¢ necesita-
mos una funcién f: R* — R3.

Proposicién 2.1. Dada una funcién vectorial de variable vectorial f : R™ — R™ se tiene que:

Dom f = ﬁ Dom f;

=1

B Ejemplo 2.3. El dominio de la funcién f(x,y) = (/zy, In(z? + 3?), 7)€

. 2 . 37§07y§0 )
Dom(w/xy)—{(x,y)ER '{xZO,yzo

Dom (1n(1:2 +y2>> ={(z,y) € R2 - (z,y) £ (0,0)} = Dom f = {(z,y) € R?: x> 0,y > 0}

Dom () ={(z,y) € R?:y >0}

Ve

Definimos ahora las principales operaciones entre funciones vectoriales de variable vec-
torial, que es una generalizacién del caso de funciones reales de variable vectorial.

Definicién 2.4. a) Sean f,g : R" — R™, definimos (f + g) : R®* — R™ donde
(f +9)(x) = f(z) + g(z) conz € Dom f N Dom g.

b) Sea f : R — R™. Se define \f : R” — R™ donde (Af)(z) = A\f(x) conz € Dom f.

c) Sean f,g : R" — R™, definimos (f.g) : R — R™ donde (f.g)(z) = f(x).g(z) con
x € Dom fN Dom g.

d) Sean f : R* - R™y f : R™ — R?, se define (go f) : R” — R” donde (go f)(x) = g(f(z))

conz € Dom fy f(zr) € Dom g. Observar que la composicién de funciones no es
conmutativa.

e) Sean f,g : R” — R con g(z) # 0 para todo z € Dom g, definimos / : R" — R donde

g
(g)(x) = % con z € Dom f N Dom g. Observar que el cociente solo estd definido
para funciones reales de variable vectorial
2.2. Limites y continuidad
Definicién 2.5. Sea f : R" — R™ diremos que lim,_,, f(x) =1 = (l1,...,[,,) si y s6lo si para

cada e > O existe § > 0 tal que si 0 < || — a||g» < 0, entonces || f(x) — l||rm < €.
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Proposicién 2.2. Sean f : D C R" — R™ una funcién vectorial de variable vectorial y a € D.
Entonces l = (14, ...,l,) € R™ es el limite de f(x) cuando x tiende a a si y sélo si l; € R es el limite

de fi;(x) cuando x tiende a a.

lim f=(ly,...,0l,) < lim fi =1, paracadai=1,...,m
r—a

Tr—a

W Ejercicios 2.6. Calcula los siguientes limites.

2
i) lim (%, y?, sin .:1:2) :
(z.y)—=(0,0) \T7 + ¥y

B 3 N sin 22 4 12
11 m —, T , ————— | -
(z,9)—(0,0) \ 22 + y? Y T + 12

o
iii) lim  e=?+?,
(z,y)—(0,0)

Gracias a la proposicién 2.2| vamos a poder tratar, para una mayoria de propiedades, las
funciones vectoriales f : D C R" — R™ como si fueran funciones escalares de variable
vectorial (consideraremos cada funcién componente, f; : D C R” — R, por separado). No
sOlo el limite va a depender de las funciones componentes de la funcién vectorial de variable
vectorial, también la continuidad, como veremos en la siguiente proposicion.

Definicién 2.7. Una funcién f : D C R* — R™ es continua en un punto a € D siy sélo si
lim,_,q f(x) = f(a). Es decir, el limite y el valor en el punto existen ambos y coinciden.
Decimos que f es continua en D C R™ cuando f es continua para todo punto a € D.

Proposicién 2.3. Sean f : D C R" — R™ una funcion vectorial de variable vectorial y a € D.
Entonces f es continua en = a si y sélo si f;(x) es continuaen x = aparacadai=1,...,m.

W Ejemplo 2.8. Vamos a probar que toda aplicacién lineal es continua en todo R". Probare-
mos primero la continuidad en el origen, para ello supongamos que A = (a;;) = Mp, 5.(f).

l anry + - +a1nxn ( )( )
(2)

Entonces

1f (@)l =

Am1T1 + -+ AmnTn (

)
<{<<:;>,<;;>>r+---+p(;;;;,(;;)@:
(GG -
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Esta desigualdad prueba que f es continua en 0, puesto que si x — 0, se tiene que f(x) — 0.

Por otra parte, también prueba la continuidad en cualquier punto a € R". En efecto, si
x — a se tiene que x — a — 0, con lo que f(x) — f(a) = f(x — a) — 0, lo que es lo mismo
que decir f(x) — f(a). Este ejemplo volverd a aparecer (como proposicién, con algiin detalle
mas) en el siguiente tema, dedicado a la diferenciabilidad.

W Ejercicios 2.9. Estudiar la continuidad de

fen) = (e V) b = (2 :

x2+y2’ y_x2’x2+y2_4)

3. Funciones continuas definidas sobre compactos

Para terminar el estudio de la continuidad, presentaremos y demostraremos dos resul-
tados muy importantes sobre funciones definidas sobre conjuntos compactos que extienden
los resultados andlogos para funciones de una variable. Por un lado veremos que toda fun-
cién definida sobre un compacto (no vacio) alcanza sus valores maximo y minimo y también
que una funcién definida sobre un compacto es uniformemente continua.

Proposicién 3.1. Sea K C R™ un compacto no vacio y f : K C R una funcion continua y conside-

remos
M =sup{f(z) :x € K}

m = inf{f(x): x € K}.

Entonces existen a, b € K tales que M = f(a) y m = b. Esto es, f alcanza mdximo y minimo en K.

Demostracién. Lo primero que haremos es ver que la funcién f estd acotada sobre K. Proce-
deremos por reduccién al absurdo. Supongamos que f no estd acotada, entonces existe una
sucesion {x;} C K tal que || f(xy)|| > k para cada k € N. Como la sucesién que acabamos de
construir estd en un compacto, tiene una subsucesién {ack]} que verifica lim;_, Ty, = T €
K. Por una parte tenemos que || f(xy,)|| > k; 52 o0y por otra (debido a la continuidad de

f)que || f(x,)]| — | f(x0)l], lo que es una contradiccién.
Jj—00

Tenemos entonces que f(K') es un subconjunto acotado, no vacio, de R, por lo que tiene
supremo e infimo y, por tanto, la proposicion esta bien formulada.

Como M = sup{f(x) : ¢ € K} podemos encontrar una sucesién {y,} C K tal que
M < f(y;) + 1. Como antes, por ser K compacto, existe una subsucesién {yy, } convergente
a un cierto a € K. Entonces

f(Ys,) SMSZ/@*’%
y pasando al limite y utilizando la continuidad de f obtenemos que

fla) < M < f(a).
Esto prueba que el supremo, en realidad, es un maximo. La parte relativa al minimo se

prueba de forma anéloga. |
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Definicién 3.1. Una funcién f : D C R” — R™ se dice que es uniformemente continua en D si
para cada € > 0 existe § > 0 tal que si ||z — y|| < ¢ entonces || f(x) — f(y)|| <€

La definicion anterior implica que toda funcién uniformemente continua es, en particu-
lar, una funcién continua. La diferencia es que cuando hablamos de continuidad uniforme,
el ) de la definicién de continuidad es el mismo para todo punto del dominio de f y, cuan-
do estudidbamos continuidad en un punto a el § que aparece en la definicién depende del
punto a.

La siguiente proposicion prueba que toda funcién continua definida sobre un compacto
es uniformemente continua.

Proposicién 3.2. Sea K C R™ un conjunto compactoy sea f : K C R" — R™ una funcién continua.
Entonces es uniformemente continua.

Demostracion. Como f : K — R™ es continua, para cada * € K existe 6, > 0 tal que si
|ly — x|| < d, entonces ||f(y) — f(x)|| < e.

Entonces R = {B (a:, —w> rxe K } es un recubrimiento abierto de K y, por ser K com-

2
pacto, se puede extraer de él un subrecubrimiento finito. Esto es, existen «1, x,...,x, € K
tales que
" J
x;
KCUB@W?)
i=1
Llamemos 5 5
§:min{ﬂ,..., wr}
2 2

ysean x,y € K tales que ||z — y|| < 6. Como x € K existe un cierto indice i € {1,...,r} tal
que x € B<a:i, 5?) Entonces, como ||y — x| <6 < 5‘;" por eleccién y ||l — x;|| < 6% por ser

x e B(azi, %), se tiene que
ly — il < [ly — | + [[x — x| <6,

y, por lo tanto, y € B <£I)i, (5wi> , con lo que

€

I7(y) — )] < 5

Por otra parte = € B(w,-, 6%) C B(mi,(st), por lo que | f(x) — f(x;)|| < 5. Asi

1£@) = F@)ll = (@) = fl@)+ F(@) = F@)ll < [ £@) = F@)ll+[1f (@)~ F@)]| < 5+5 = e
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Capitulo 3. Funciones diferenciables

1. Derivadas parciales

Definicién 1.1. Sea f : A C R” — R una funcién real y sea a un punto interiora A. Sixz € A
es un punto que tiene todas sus coordenadas iguales a las de a, excepto tal vez la que se
encuentra en k-ésimo lugar (esto es, z; = a; sii # k), al limite
0 z) — f(a a1, ...,05-1,05 + N, axy1,...,a,) — flag,...,a
—f(a):lim fl@) = fla) _ . fla k=1, @k + h, gy n) — flay n)
85L‘k Tp—ray T — Qg h—0 h

se le llama k-ésima derivada parcial de f en a (si existe).

En caso de existencia de todas las derivadas parciales de f en el punto a llamaremos gradiente
de la funcién f en el punto a al vector de R”

Vi@ = (52(@), . 2 (@)

,...,axn

B Observacién 1.2. Estamos haciendo un abuso de notacién ya que los puntos * € R”
Z1
los estamos escribiendo como = (z;,...,z,) en lugar de escribirlos como x = (. ),
) ) .
que es como realmente los deberiamos escribir cuando queramos que funcionen bien con el
producto de matrices.

Hasta ahora solo hemos tenido que hacerlo al probar que una aplicacién lineal es conti-
nua, pero un poco mds adelante van a aparecer nuevas aplicaciones lineales y, en esos casos,
escribiremos los elementos de R” como columna para que el producto de matrices tenga
sentido. El resto de ocasiones, por simplicidad en la escritura y abusando de la notacién, los
escribiremos como fila.

Asi, escribiendo con propiedad, seria

Vi(a)=

Gréaficamente, cuando pensamos en funciones de dos variables, la derivada parcial con
respecto a z se corresponde con este proceso:

1. Cortar la grafica z = f(x,y) por el plano y = yo.

2. Calcular la derivada (en el plano y = y,) de la funcién (unidimensional) z = f(x, yo).
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Esto queda bien ilustrado si visualizamos la idea que aparece en esta construccién:
https://www.geogebra.org/m/ptzufvkyv

Cuando existe la derivada parcial k-ésima en todo punto a € A podemos definir la fun-
cion
of

— A= R
8@ -

B Ejemplos 1.3. 1.-Si f(z) = sen(z + 2y + 32),

of _ of _ of _
2 (x,y,2) = cos(x+2y+32) o (x,y,2) = 2cos(z+2y+32) o (x,y,2) = 3cos(z+2y+32).
2.- f(z,y) = cosxy + xcosy
of _ of _
e (x,y) = —ysenxy + cosy By (x,y) = —xsenzy — x cosy.
3.~ fla,y) = a'/Py'?
0 (0.0) leo h flLIE)Ig) h 0
af o f(oah)_f<070)_ , 0_
gy 00 = Jim N i =0

Podemos pensar qué relacién tienen esas derivadas parciales (y las rectas que definen)
con el plano tangente a la grafica de z = f(x,y) en un punto:

Relacién con plano tangente: https://www.geogebra.org/m/EWMQ8gnr

Imagen ilustrativa derivadas parciales: ht tps://smccd. instructure.com/courses/
19729/pages/geogebra—app—-illustrating—-partial-derivatives?module_item_
1d=613312

Derivadas direccionales y gradiente: https://www.geogebra.org/m/VKU7BrFK

Definicién 1.4. Si f : A C R” — R es una funcién, a es un punto interiora Ay ¢ € R" \ {0},
se define la derivada de f segiin el vector ¥ en el punto a como

fla+ hv) — f(a)

lim
h—0 h
cuando este limite existe.
B Observaciéon 1.5. Si {é},...,€,} es la base canénica de R”, entonces la derivada parcial
% (a) coincide con la derivada segtn el vector €;, esto es
of ,,_9f

9, W = gz (@)
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2. Planos tangentes y diferenciabilidad

Tras haber visto cémo calcular derivadas parciales vamos a profundizar en las ideas que
extienden los conceptos del Andlisis Matemético en una variable al caso multivariable. En
concreto, sabemos que dada una funcién g : D C R — R y un punto a interior a D en el que
g es derivable, se tiene que la recta tangente viene dada por la ecuacién

y = g(a) +g'(a) - (x —a).

Esa férmula puede ser extendida a funciones de dos variables de modo natural y a funciones
de un ntimero arbitrario de variables haciendo un pequefio ejercicio de abstraccién. Nos
vamos a detener ahora en el caso de una funcién f : D C R* — R, a = (a1, az) un punto
. . . of of

interior a D'y tal que existen 73(a) y 5, (a).

Debemos observar que, dentro del plano y = a, la recta tangente a la curva z = f(z, as)
en el punto (ay, ay) tiene por ecuacion

1 z= flar,a2) + ==(ay,as)(z — ay).

ox

Del mismo modo, dentro del plano x = a; la recta tangente a la curva z = f(ay,y) en el
punto (a4, az) tiene por ecuacion

Ty z= f(ay,az)+ %(GI’GQ)(y — ag).

El plano tangente a la gréafica = = f(x,y) en el punto (a;,as), si es que existe, debe ser el
plano que contiene a esas dos rectas r; y rs.

Un vector paralelo a 7 es el vector v; = (1,0, g—i(al, a2) mientras que un vector paralelo a
ro es vy = (0,1, %(al, as). Asi, un vector normal al plano tangente que buscamos puede ser

of

n =1 X 9 = (— _(a17a2)7 _a_y(alaQQ)v 1)

y, por tanto, una ecuacién del plano tangente
7 - (x_alay_a'%z - f(a17a2)) =0
equivalentemente:

of of

z— flay,az) = %(al,@)(x —ay) + 8—y(a1,a2)(y — as).

En concreto, hemos visto (graficamente) que la funcién f(z,y) = x%y% admite derivadas
parciales en (0,0) y ambas son iguales a 0 pero la funcién no queda bien aproximada por ese
plano, por lo que el que deberia ser el plano tangente no merece ser llamado asi. Nos falta
profundizar en los aspectos tedricos para establecer esa definicion.

La tradicional definicién de derivada en un punto para funciones de una variable equi-
vale a la existencia de recta tangente en ese punto y ademds que esa recta tangente aproxime
bien a la funcién. De hecho, la existencia de

lim f(x) — f(xo)

T—x0 r — X9

= ['(20)
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es equivalente a que
lim f(z) = fzo) — f'(xo) (@ — 20)
T—T0 T — Xg
Ese dltimo limite indica que la recta tangente y = f(zo) + f'(z0)(x — x¢) aproxima bien
la funcién en las cercanias de zy. Extendiendo esta nocién al caso general obtenemos la
siguiente definicion.

=0.

Definicién 2.1. Sea f : D C R" — Ry sea x € Int(D). Entonces se dice que f es diferenciable

0 0 0
en x si existen todas las derivadas parciales an(zco) 83{2 (o), .- ., a—i(mo) y
0 0 0
F(@) = F(@0) = - w0) (@1 — 20) = o (@) (2 = 302) = -+ = <(@0) (0 — 700)
I 0, 0T ox, .
im = 0.
2o [l — ol

W Observacién 2.2. En las condiciones de la definicion 2.1} el subconjunto de R™+! definido
por

0 0 0
i = J{0) + 5 0) (@1 = r) + 5 (o) 2 — ) + - = 5 (o) — )
ox T1 ox i) 8ﬂfn
es un hiperplano afin en R"*! y, extendiendo los razonamientos que hemos hecho antes, repre-
sentard al hiperplano tangente a la grafica x,,.1 = f(z1,...,z,) enel punto (xo, f(xo)), cuando

esta estructura exista. En el caso particular en el que n = 1 con esa expresiéon obtenemos la
recta tangente y en el caso n = 2 obtenemos el plano tangente.

La definicién 2.1 precisamente lo que hace es imponer que el “candidato a plano tangen-
te” aproxime bien a la funcién. Llamando

(&) = S (0) + 5-@0) 1 = 200) + 5o() (2 = 02) + -+ = 50} = 0)

= f(zo) + (Vf(20), T — x0)

a la funcién que nos da el plano tangente de forma explicita tenemos que la definicién de
diferenciabilidad se convierte en

o {@) = Ty (@)

=0.
e=zo [T — 2|

B Ejemplos 2.3. 1.- La funcién f(z,y) = z'/3y"/* verifica que 2£(0,0) = 2.(0,0) = 0 pero, si
la representamos graficamente, vemos que el plano z = 0 no la aproxima %1en
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Por lo que, segtin lo que hemos dicho, la funcién no deberia ser diferenciable en (0, 0).
Vamos a comprobarlo. Para ello intentaremos calcular

f(@,y) = f(0,0) = 3£(0,0)(z — 0) — §£(0.0)(y — 0)

13y
lim = lim —
(z,9)—(0,0) A x? 4+ y2 (z,y)—(0,0) /22 + y2

. . 1/3,1/3 .
pero cuando nos aproximamos a (0, 0) segtn la recta x = y vemos que “=.= se convierte en

\/ T2 +y?
22/3 , 22/3 , 22/3 . .,
oA lim,_,+ T = lim,_,q+ 5, = 100, con lo que vemos que, efectivamente, la funcién
no es diferenciable en (0, 0).

1/3

2.-Sea f:R?* — R la funcién constante f(z,y) = M entonces para cualquiera que sea
(a,b) € R? se tiene que f es diferenciable en (a, b).
En efecto, observamos en primer lugar que, por tratarse de una funcién constante,
of of
——(a,b) = ==(a,b) = 0.
o@D = 5 (@D

Para determinar si es diferenciable debemos calcular el limite

fz,y) — fla,b) — 3 (a,b)(z — a) — G (a,b)(y — b)

lim _

(@)~ (a,b) (2, y) — (a,b)||
. f((a,b) + (h,k)) — f(a,b) _
(h,J)—(0,0) | (h, k)|
lim fla+h,b+ k) — f(a,b)
(k)= (0,0) (A, k)|l
y M—-M-=0 y 0 0
= im _— = im =
(hk)—=(0,0)  ||(h, k)] (hk)—(0,0) [|(h, k)|

Por lo que concluimos que, efectivamente, la funcién es diferenciable.

Proposicién 2.1 (Propiedades de las funciones diferenciables). Sean f,g : U C R* — R dife-
renciables en a y sea c € R. Entonces
1) La funcion hy : U C R™ — R definida por hy(z) = cf(x) es diferenciable en a y

Vhi(a) = cVf(a).
2) La funcién hy : U C R™ — R definida por ha(z) = f(z) + g(x) es diferenciable en a y
Vhy(a) = Vf(a) + Vg(a).
3) La funcién hs : U C R" — R definida por hs(z) = f(x)g(x) es diferenciable en a y
Vhs(a) = Vf(a)g(a) + f(a)Vy(a).

4) Supongamos que g no se anula en U. Entonces hy : U C R™ — R definida por hy(z) = % es
diferenciable en a y
Vhi(a) = 20)VI(@ = J(@)Vy(a)
g(a)
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Demostracion. Las pruebas de los apartados 1,2 y 3 son exactamente iguales a las del corres-
pondiente teorema para funciones de una variable. En el caso de 4 las ideas son también
similares pero puede resultar un poco mds farragosa la notacién. Nos centraremos en esa

prueba.
Lo vamos a hacer por pasos. En lugar de probar directamente ese apartado probaremos

1 . . .
que ; es diferenciable y su gradiente es

1
V-(a)= 5(=Vg(a))
Para ello debemos evaluar

1 1 1

1t g(z) <g(a)  g(a)? Vg(a') * (a: - a))
1m

T—a Ha; _ a”

y ver que su valor es 0.
Tenemos entonces que

R Gl AU S SR TR T T )

| — al | — all \g(x) (@) g(a)?

_g9(a)’ —g(a)g(z) + g(x)Vy(a) - (z — a)
| — all g(x)g(a)?

(
(a)
g9(a) (g(a) —g(x)+Vy(a) - (x - a)) g(a)Vg(a) - (x —a)+g(x)Vg(a) - (x — a)
|z — al g(x)g(a)?

o _9(@)(9(@) ~9@)+V9(a)- @—a)) (9(=) ~sl@)Vg(a) - (v a)
) [o = all g(@)g(a)’ le—alg(@gl@?

g(x) —g(a) —Vy(a) - (z — a)

|z — al
mos que lim,_,, {(x) = 0. Con esta nueva notacién tenemos que

9(x) — g(a) = {(z)||lz — al| + Vg(a) - (x — a).

Ahora reescribiremos la expresién (1{con la notacién que hemos introducido:

. Como g es diferenciable en a tene-

Llamemos ahora &(x) =

-1 (¢@)l2 - all + Vg(a) - (@ ~ 0)) Vg(a) - (& ~ )
s@gla) @ " [@— all g(@)g(a)? '

Es obvio que el sumando de la izquierda tiende a 0. Pero también lo hace el de la derecha:

(¢@)lz ~ all + Vg(a) - (@ - a)) Vg(a) - (@ — a)

l& —al g(@)g(a)® =

l¢@llz—al + Vy(a)- @—a)|

le—allg@gar | o@llilz—al
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[¢@llz—all + Vg(a) - (@~ a)|
9@)lg(a)

IVg(a)ll

< DO (le@llz ~ al + [Vata)] - al).
que tiende a 0.

Para terminar la prueba del apartado 4 tnicamente hay que aplicar el apartado 3 (gra-
diente del producto de dos funciones) a las funciones fy é. |

3. Diferenciabilidad de funciones f : R” — R"

Hasta aqui hemos considerado el caso de funciones f : R" — R pero sin mucho esfuerzo
adicional podemos considerar un caso mds general, el de las funciones f : R" — R™. En este
caso se puede pensar en f como en una “coleccién” de m funciones, que son sus componentes.

Asi, f: A C R* — R™ puede pensarse como f = (f1,..., f,) donde cada f; : R* — R.

De esta manera, podemos hablar de la derivadas parciales de f en un punto a interior a

su dominio de definicién:
of 9 9 fm
a) = a),,..., a
T (@
Podemos tener en cuenta las mn derivadas parciales que se obtienen cuando tenemos en
cuenta todas las posibles derivadas parciales que se pueden calcular. Lo habitual es recoger
esta informacién de forma matricial.

Definicién 3.1. Dadala funcién f : A C R* = R™, f = (f1,..., fm), Supongamos que ¢ es un
punto interior a A y que ademas existe a—i(a) paracada i =1,...,m ycada j=1,...,n.
Ly

Entonces llamaremos matriz Jacobiana de f en el punto a a

Ofa(q) Of2(g) ... Sf2(,4

Jf(a) — 8931: amz. . 8$n.

Youa) Yela) - Yo

B Ejemplo 3.2.

Matriz Jacobiana en (0,0) de f(z,y) = (e* + cosy, x cosy).
filz,y) =e"Fcosy  falz,y) = zcosy.

O (x Oh (g e —sin
It = (&5 o) < (2 Iy g = (1
am(x,y) cosy —xsiny 10

Extendemos la definiciéon de diferenciabilidad a funciones vectoriales de variable vecto-
rial.
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Definicién 3.3. Sean f : A C R" — R™ y a € Int (A). Decimos que f es diferenciable en a si
existe una aplicacién lineal L, : R® — R™ verificando que

o J@+B) = (@)~ La(h)

=0
h—0 tal

En ese caso a la aplicaciéon L, se le llama diferencial de f en a y se representard por D f(a).

Teorema 3.1. Si f : A C R* — R™ es diferenciable en un punto a € Int(A), se tiene que la
diferencial de f es tinica.

Demostracién. Vamos a ver como actta L, sobre un vector cualquierae; = (0,0,...,1),...,0)

de la base candnica de R*. Como

fla+h)—f(a) — La(h)

i Ini S0 e
en particular se tiene que
h—0 | he;|]

Afirmar que ese limite existe, y es nulo, es equivalente a afirmar que existen, y son nulos,
los m limites asociados a las componentes de f = (f1,..., fm) yde Lo = (La1, - - - s Lam)-
fila + he;) — fi(a) — La1(he;) fm(a+ he;) — fr(a) — Lam(he;)

i — ... =]
hs0 he; ] n0 he; |

=0

Trabajemos con uno cualquiera de esos limites

1 filat+hej) — fila) — Lai(hey) _ .~ fila+he;) — fia) — hLai(e;)
h—0 |\ he;| b0 A

=0

y, consecuentemente,
fila + he;) — fi(a) — hLai(e))

i h =0,
lo que equivale a que
 fila+ he;) — fi(a) _
i h ~ Laile;) =0

y, por tanto,

Como una aplicacién lineal queda determinada por las imdgenes de los elementos de una
base, la aplicacién L, es tinica para cada a € A. [ |
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Figura 1: Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)

Corolario 3.2. Sea f : A C R" — R™y a € Int(A). Si f es diferenciable en a entonces existen
todas la derivadas parciales en el punto a y la matriz de la diferencial referida a las bases candnicas es
la matriz Jacobiana de f.

9f2 0y 92(q) ... Qf2(,
M(Df(a))(B£§n7B§m) = Jf<a> — 311‘ 8$2. . axn:
L@ Fo@ - Hm

La definicién que acabamos de dar de diferenciabilidad extiende la que habiamos visto
para funciones f : R — R. No hay nada méds que observar la relacién que existe entre al
plano tangente en a y la diferencial. En efecto, la ecuacién del plano tangente es

of of
o " o,

(@)1 —a)) + (@) (s —an) - — 2L () (0 — an)

Ta(z) = f(a) o

y puede reescribirse como
Ta(z) = f(a) + Df(a)(z — a).

Esa nueva interpretacién nos lleva a otro corolario (que ya se podia esperar):

Corolario 3.3. Sea f : R* — R™ y a € Dom (f). Se tiene que f es diferenciable en a si y solo si f;
es diferenciable en a para todoi =1, ... ,m.

Resulta ahora inmediato probar una generalizaciéon de la Proposiciéon que nos va a
permitir calcular facilmente la diferencial de funciones construidas a partir de otras conoci-

das.
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Corolario 3.4 (Propiedades de las funciones diferenciables). Sean f,g: U C R® — R™ diferen-
ciables en a y sea c € R. Entonces
1) La funcion hy : U C R* — R™ definida por hy(x) = cf(x) es diferenciable en a y

Dhyi(a) =cDf(a).
2) La funcién hy : U C R™ — R™ definida por ho(x) = f(z) + g(x) es diferenciable en a y
Dhy(a) = Df(a) + Dg(a).
La Proposici6n2.] tenia cuatro apartados, pero el tercero y el cuarto no tienen sentido
cuando los valores de la funcién estan en R™. No hay forma de adaptar el cuarto apartado,

pero el tercero si puede adaptarse a este nuevo contexto, cambiando el producto de nimeros
reales por el producto escalar en R™.

Proposicién 3.5 (Diferenciabilidad del producto escalar). Sean f,g : D C R* — R™ aplicacio-
nes diferenciables en x, € D. Entonces la funcién f-g: D C R" — R, donde (f-g)(x) = f(x)-g(z),
también es una funcion diferenciable en x y

D(f « g)(xo) = Df(x0) » g(x0) + f(x0) « Dg(x0)

Demostracion. Lo que debemos probar finalmente es que

|[f (2o + h) « g(x0 + h) — (o) - g(x0) — [9(w0) + Df (o) (h) + f(x0) - Dg(o)(h)]|
il

tiende a 0 cuando h — 0. Utilizaremos una técnica parecida a la que se usaba para funciones
de una variable. Teniendo en cuenta que f(xg + h) « g(xo + h) — f(x0) « g(x0) = g(xo + h) -
(f(zo +h) = f(20)) + f(x0) « (9(w0 + ) — g(0)) llegamos a que

|[f (o + )+ g(xo + h) — f(zo) - g(wo) — g(w0) « Df(xo)(h) + f(x0) « Dg(o)(h)]]

it o] B
i lg(zo + h) « (f(zo +h) — f(x0)) — g(x0) » Df(20)(h) + f(20) * (9(w0 + h) — g(w0) — Dg(z0)(h))|
h—0 |2l )

Que este limite es 0 se obtiene descomponiendo ese limite en suma de otros dos limites
nulos. Comencemos por la parte “facil”

lim | f(x0) « (9(0 + h) — g(x0) — Dg(x0)(h))|
h—0 1Al

lg(xo +h) — g(x0) — Dg(x0)(h)||

= 0.
7]

< || (o) lim

Por otra parte,

o 1960+ 1) « (F(ag + ) = f(w0) = glawo) - D w)(B)] _

h—0 1Al -
i 1960+ B) + (F(@o + 1) = F(a0)) = glwo +h) - Df o) W], 1o |(glwo +h) = glzo)) - Df (o) (1)
h—0 Hh” h—0 ||h||
=0.
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Para poder avanzar con la teoria, vamos a establecer un resultado que extiende lo que
ocurre en funciones reales de una variable real: toda funcién diferenciable es continua. No
es asi el caso cuando una funcién tiene derivadas parciales pero no llega a ser diferenciable.
Mas adelante veremos una extendida casuistica.

Proposicion 3.6. Si f : A C R" — R™ es diferenciable en un punto a € Int(A), se tiene que f es
continua en a.

Demostracién. Suponemos que f es diferenciable en a Ocurre lo siguiente:

HMﬂﬂa+h%—ﬂa%1%ﬁ®Uw+EVMXMHS

[f(@+h) = fla)] =

|f(a k)~ fla) - DF@®)| . |Df(@)B)]
= Al IR

g MBI = PHOBL b paym)|
T \J }

0 0 0

4. Diferencial de la composicién: regla de la cadena

Lema 4.1. Sea L : R" — R™ una aplicacion lineal. Entonces:
a) Existe M > 0 tal que ||L(x)|| < M ||z|| para cada x € R".

b) L es continua en 0.
c) L es continua en todo punto a € R"

Demostracién. Supongamos que A = (a;;) = Mp, 5.(L). Entonces

I1L(x)|| =

a11T1 + -+ a1 Ty
Am1T1 + -+ AmnTn
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b) La desigualdad anterior prueba que L es continua en 0, puesto que si z — 0, se tiene que
L(x) — 0.

c) Por otra parte, también prueba la linealidad en cualquier punto a € R". En efecto, si

r — a se tiene que x —a — 0, conlo que L(z) — L(a) = L(x —a) — 0, lo que es lo mismo que
decir L(x) — L(a). [

Teorema 4.2 (Regla de 1a cadena). Sean f : U CR" - R"yg: V C R™ - RPcon f(U)C V.

Si f es diferenciable en a y g loesen f(a), entonces h = go f : U C R™ — RP es diferenciable en a y
ademds

Dh(a) = D(g o f)(a) = Dyg(f(a))Df(a).

Demostracion. Queremos probar que si f es diferenciableenay gloesen f(a), entonces go f
es diferenciable en a y ademaés

D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Para ello, tenemos que probar que cierto limite es 0. Comencemos:

lgo fla+h)—gofla) = Dg(f(a)) (Df(a)()I _
17l

lg o fla+h) —go fla) = Dg(f(a)) (f(a+h) = fla) = [fla+h) = fla) = DF(@)(MDIl _
il -
lg(f(a+h)) = g(f(a)) = Dg(f(a)lf(a+h) = Fla]ll  [[Dg(f(a)f(a+h) = fla) = Df(a)W] _
17l il -
||f(@Jr }yl\)hﬁ fla)] L o(h) + aIflath) — f”(Zﬁ - Df(a)(h)H’

donde M es una constante que proporciona la linealidad de Dg( f(a)) de acuerdo con el lema
y ¢ es la funcién definida por

1F@+h)—f (@] si f(a+h) # f(a)
0 i f(a+h) = f(a)
(obsérvese que esta funcién es una funcién andloga a la que se utilizaba en la prueba de

la regla de la cadena para funciones de una variable). Probaremos que ¢ es una funcién
continua en 0. Admitiendo este hecho (se probara un poco maés tarde) resulta que

lg(f(a+h))—g(f(a))=Dg(f(a))(f(at+h)—f(a))]
¢(x) = |

lg o fla+h)—go fla) = Dg(f(a)) (Df(a)(h))]l

17 =
a0 = F@I o, 3 a1 = @)~ D@m] _
Tl 1Al <
Ifa+h) = f(a) = DF@M) | DF@)h)] 1f(a+ 1) — f(a) — DF(a)(h)]|
( 1Al BT ) #h)+ M 1]

y esta tltima expresion tiende a 0 cuando / tiende a 0. En efecto,

o Ifa+ 1) = (@) = Df@)®)|
s 7]

=0
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por ser f diferenciable en a,

[1Df(a) (R
5]

estd acotado (recuérdese de nuevo que, por el lema existe M* > 0 tal que || Df(a)(z)| <
M*||z|| para cada z € R" por ser D f(a) una aplicacion lineal), con lo que el primer sumando
de la dltima expresion de arriba es el producto de una funcién acotada por una que tiende a
0 (ya hemos observado que ¢(h) — 0 cuando h — 0). Por otra parte, es claro que el segundo
sumando de la tltima expresion de arriba también es convergente hacia 0, puesto que f es
diferenciable en a.

Asi, para finalizar la prueba sélo resta comprobar que, efectivamente, ¢ es continua en
0. Tomemos para ello una sucesion (A, )nen tal que lim,, . hy, = 0. Llamemos I = {n € N :
f(a+ hy,) = f(a)}. En estas condiciones se tiene que

1 N9(f(a+ha)) = 9(f(a)) — Dg(f(a))(f(a+hn) = fla)l _ 0

lim ¢(h,) =

g o) =l [Fat ) = F(@
puesto que f(a + h,) — f(a) — 0 cuando n — oo. Como obviamente ¢(h,) = 0sin € I, se
concluye que lim,,_,o, ¢(h,,) = 0, con lo que ¢ es continua en 0. [ |

Si queremos expresar la diferencial en términos matriciales, tenemos que la matriz jaco-
biana de la composicion

J(go f)la) = Jg(f(a)) - Jf(a)

Oh, Oh, Ohy
o g g
J(go f)(a) = a_g(a ax%( 2 8:107%(@) -
oh, . oh,  on,
8—1,1(60 8—%(@) T a—xn(a)
g1 g1 ofi ofi of
?( (@) --- %%(f( ) (g?( a) g?( a) %g}n(a)
g2 g2 2 2 2
8_3/1( (a)) %(ﬂa)) 8m1( a) a362( a) ébcn( a) [ _
dg, dg, o - Ofn o
8—%(f( ) %(f(a» a_ml(“) a_xz( ) e (a)

991 Ofi dg1 of;
Zayff( Ny (@ - 2;6%(f< N (@

> % a2y 3 g

S0y - 32 et
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ahl o " (991'

dzj~ " = Oy,

(f1a)) 5-(a)

B Ejemplo 4.1. Sean f : R? —» R?y g : R? — R? con f(z,y) = (coszy, ")y g(z,y) =
(z +y,3y — 1, zy). Puesto que las parciales de f y g existen y son continuas en todo R?, se
sigue que f y g son diferenciables en todo R?. Por tanto g o f : R? — R? es diferenciable en
todo R? y

Dh(z,y) = D(go f)(x,y) = Dg(f(z,y))Df(x,y).

veamos en (x,y) = (0,0)

—ysinxy —zsinz 0 0
Df(xay):< ye;r+2y 0 y) :>Df<070):(62 0

_ W= N

82 W

1
Dg(f(x,y)) = (0 ) — Dyg(f(0,0)) = Dg(1,€?)) = ( 0
y

_ W =

2

N———
VR
Q, o
o O
SN——
I
 ~
n)w%iaaw
O OO

1
Dh(0,0) = Dg(1,e*)Df(0,0) = ( 0

También

T,Yy) — (cosxy, e — (coszy +e"77, e —1,e CoS T
y f y x+2\ 9 y T2 9742 o2 y

—ysinay + e* 2 —x sin xy ez 0
Dh(z,y) = 3ev+2 0 — Dh(0,0) = [ 3¢2 0

—ysin zye**? + cos xye®?  —z cos rye* >

B Ejemplo 4.2. Sean i : R — R? con h(t) = (z(t),y(t)) = (¢' + 3e7",5¢7 ) y 2 : R* — R con
z(x,y) = 2% + y. Puesto que las parciales de h y z existen y son continuas en todo R y R?
respectivamente, se sigue que h y z son diferenciables en todo R?. Por tanto zo b : R — Rees

diferenciable en todo R i

(t) — (2(t), y(t)) — 2(x(t), y(t))

Como

) ) 8—I(lt)
(éwmgﬁwﬁ._iw -
ot
0z0x 0z0y
or ot oyt

veamosent = 3
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Dz(z(t),y(t)) = (22 1) = Dz(x(3),y(3)) = ( 2¢* + 63 1)
pe) = (“5% ) = poen= (7%

e? — 3e73

Dz(h(3)) = Dz(z(3),y(3))Dh(3) = ( 2e* +6e* 1) ( e

) = (2’ +6e7?)(e*—3e ) +5e?

028_95 82@_

e g — X t —t . —t
9 Bt + ay Ot 2x(t) - (¢ —3e )3+ 1-(5e )3

También
() -1 (ef + 37", 5e7") —5 (ef + 3e)2 + e
D(z o h)(t) = (2¢" + 6e7")(e' — 3e™") + 5e ™"

W Ejercicios 4.3. Dadas las funciones

L f(z) = (@ =% (x+1)%) y g(yr, ) = (91)* + (32)°

2. f(t) = (128 y gla,y,2) = [V (W +u)du

3. flw,y,2) =(2*+y*+2°+1) y g(u) = (Inu,e*)

Calcula en cada caso si la composicion es diferenciable y en esos casos da su matriz.

Una consecuencia importante de la regla de la cadena es una versiéon n-dimensional del
teorema del valor medio:

Proposicién 4.3 (Valor medio). Sea f : U C R" — R diferenciable en U y sean a,b € R™ tales que
el segmento [a, b] delimitado por a y b verifica [a,b] C U. Entonces existe ¢ € [a, b] tal que

f(6) = f(a) = V(c) - (b — a) = DF()(b - a).

Demostracion. Consideremos la aplicacién g : [0, 1] — R definida por g(t) = f(a + t(b — a)).
Entonces g es una funcién g : R — R que verifica las hip6tesis del conocido teorema del
valor medio para funciones de una variable real, ya que ¢(0) = f(a), g(1) = f(b); por lo
tanto existe ¢y € (1,0) tal que g(1) —g(0) = ¢'(¢o)(1 —0). Haciendo ¢ = bty + (1 —t¢)a, tenemos

f() = f(a) = g(1) — g(0) = ¢'(to) = Dg(to)(1) =

(g_wfl(c), . aaxfn(c)) (b—a)=Vf(c):(b—a).
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Figura 2: https://www.geogebra.org/m/Bx8nFMNc.

5. Derivadas direccionales

No habiamos introducido hasta ahora el concepto de derivada direccional. Este concepto
extiende la idea de derivada parcial y nos da una idea de cémo varia una funcién en una
determinada direccion prefijada. Aqui el lenguaje comtinmente utilizado es un poco confuso
y debemos distinguir esos conceptos: derivada segtin un vector (en la que no se tiene por qué
imponer que el vector sea unitario) y derivada direccional (en la que se considera siempre
un vector unitario para marcar la correspondiente direccion).

Dada una funcién f : A C R® — R, un punto a interior a Ay 7 € R" \ {0}, habiamos
definido la derivada de f segiin el vector ¥ en el punto a como

9F () — Dufla) — tim 1@+ 1)~ (@)

%’ h—0 h

cuando este limite existe.

Ahora vamos a dar una definicién muy parecida. Cuando introducimos el apellido deri-
vada direccional debemos considerar siempre vectores unitarios.

Definicién 5.1. Si f : A C R” — R es una funcién, a es un punto interiora Ay ¢ € R" es un
vector unitario, se define la derivada direccional de f en la direccién del vector v en el punto a
como el siguiente limite, cuando este exista y sea un niimero real.

of . fla+hi) - f(a)
“L (@) = Def(a) = Jim . .

Las derivadas direccionales miden la variacién de la funcién cuando la variable se desplaza
del punto a a otro punto en la direccién del vector v.

En el caso particular en el que el vector ¢’ coincide con uno de los vectores e; de la base
canoénica de R" la derivada seguin la direccién de e; se tiene que coincide con la correspon-
of

diente derivada parcial, esto es, 5.-(a) = g—i(a).

B Ejemplo 5.2. 1. Sea f(z,y) = 2?4+ y*. Calculamos, en el punto a = (0,0), la derivada
direccional de f en la direccién del vector 7 = (75 75)
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Dix 1,£(0,0) = lim ( &) — lim ( ﬁﬂ):h’mh:o
V2’2 h—0 h h—0 h
2. Sea f(z,y,2) = z%e™*

h—0
f en la direccién del vector o = (

. Calculamos, en el punto a = (1,0, 0), la derivada direccional de
1 1 1
v V5 VB

f ((1,0,0) (L, 2
D= f(1,0,0) = lim

1
_37 7§77§)> - f(17070) -
h—0 h -
_h_yhZ
W ) —1 g BT 1 i
lim = lim =
h—0 h h—0 h
3. Sea

fay) = {O— (2.) # (0,0),

(z,y) = 0.
Calcular la derivada direccional de f en la direccién de la recta + = y en el punto
a=(0,0).

3
Des s 10.0) =i (00 +nG5 ) 100 T(WGH)
(T TR h ~ hoo h TS0 b 2y2
B Observacién 5.3. Las derivadas direccionales pueden calcularse a partir de la diferencial.
Utilizando las definiciones dadas y las propiedades de los limites es sencillo probar que
0
% (@) = Df(a)(s).
M Ejercicios 5.4.

a) Sea

fay) = {O— (2,9) # (0,0),

(z,y) = 0.
Calcular la derivada direccional de f en la direccién del vector unitario ¥ = (vy, vs)
en el punto a = (0,0).

b) Sea f(x,y) = cos(x + y)sin(x — y) Calcular la derivada direccional de f segun el
vector ¥ = ( !

75 —%) en el punto a = (0,0).

B Ejercicios 5.5. Calcular la derivada de la funcion f(z,y, z) = (2® + y* + 2%, €*) en el punto
(1,1,1) y en la direccién de larecta x = y = z.
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6. Relaciones entre derivadas parciales, derivadas direccio-
nales, diferenciabilidad y continuidad

B Ejemplo 6.1. 1. La funcién

zr+y xz=00y=0,
flz,y) =
1 en otro caso.

tiene derivadas parciales en el punto (0, 0): %(O, 0) = 3—5(0, 0) = 1, pero no existen las
derivadas en la direccién del vector unitario v = (vq,v3) con vy # 00 v, # 0 en el punto
(0,0).

2. La funcién

fEms (ay) #(0,0)
= {0 (z,y) = (0,0)

no tiene derivadas parciales en el punto (0, 0).

Una funcién puede tener derivadas direccionales o derivadas parciales o ambas y no
ser continua. Asi pues, la existencia de derivadas parciales o direccionales no implica la
continuidad de la funcién.

B Ejemplo 6.2. La funcién

[ ) £ 0.0)
I ’y)_{o (.9) = (0,0)

tiene derivadas parciales en el punto (0, 0): g—i(O, 0) = 3—5(0, 0) = 0 y no es continua en (0, 0).
Una funcién puede ser continua y no tener derivadas direccionales o derivadas parciales
M Ejemplo 6.3. La funciéon

B xsin@ (x,y) # (0,0)
a ’y)‘{o (,4) = (0,0)

: cgn D
es continua en (0, 0), pero no existe a_£(07 0).

Una funcién f puede tener todas las derivadas direccionales en un punto a y no ser con-
tinua en a.

M Ejemplo 6.4. La funciéon

y4
Z, =
fz,y) {0 .
no es continua en (0, 0), pero existe D, f(0,0) = 0.
W Ejemplo 6.5. Estudiamos si las siguientes funciones son diferenciables en (0, 0)

1. La funcién
B msinﬁ (z,y) # (0,0)
Fle) = {1 " e =0.0)

no es continua en (0, 0) ya que ( 1)1’n%0 ) f(z,y) =0+# f(0,0) (cero por acotada), asi que
m7y *) k)
/ no es diferenciable, ya que si fuese diferenciable entonces seria continua.
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2. La funcién

0 (x>y) = (0,0)

es continua en (0,0) ya que . l)mr% f(z,y) = 0 = f(0,0) (cero por acotada). Como se

vio en el ejemplo 6. no existe 8f - (0, O) por tanto no puede ser diferenciable (si lo fuese
entonces existirian sus derlvadas parciales).

Fny) = {$sm Q}Lyz (x,y) # (0,0)

3. La funcién

il (g, 0,0
f(x,y)—{\/m (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

es continua en (0, 0) ya que

|y

\/?7

‘ 21y <|o|<d<e

Ve b

luego lim f(x y) =0= f(0,0).

(z,y)—(0,0)

Veamos si sus derivadas parciales existen

hey
% 0,0) = D00 = lig OO ZIO0 10y,

Of (1 0y — _ iy 100,0) 4 heo) — f(0,0) _ - f((0,h) = £(0,0) _ .0 _
gy 0 = Pal/0.0) =iy h B R

Asi pues de ser f diferenciable tendriamos que

M(DF(0,0)) s ey = (50,00 5(0,0)) = (0,0)

, f(hy, he) — f(0,0) — <58_X1(a)7 aa_g{z(a)) ( Z; )
(hl,hil)ni(ovo) ||(h17 h2>H
fitn) - 0.0 (12

lim =
(h17h2)4)(070) \/ h% + h%
hilho|
hy, h V/h3+h3 hilh
~ g SR g vh o kel
(h1,h2)=(0.0) \/hZ + A3 (h2)>(00) /A2 + h%  (h1,h2)=(0,0) hi + h3

Como -
hilhs| j_,_\z i /\h2|h2]

(1, h2)(0,0) B2+ hE om0 (A2 1)A2

Por tanto f no es diferenciable.

£ 0
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Como ya hemos visto pueden existir todas las derivadas parciales de una funcién en un
punto, o incluso todas las derivadas direccionales, y sin embargo esa funcién no ser continua
en el punto y, por lo tanto, no ser diferenciable en el punto. Pero si la funcién es diferenciable
en a entonces la matriz de la diferencial esta formada por las derivadas parciales de f en a.
Asi pues, a la hora de comprobar si una aplicacion es diferenciable los pasos a seguir son:

fnocontinua = f no diferenciable
( $2L diferenciabl
i f no diferenciable

o Jla+h) = f(a) = D(@(R)

#0 = fnodiferenciable

f continua = ) 7D A
3L =
lim flath) = fH(Zﬁ — Dila)(h) =0 = f diferenciable
h—0

7. Funciones con todas las derivadas parciales continuas: cla-
1
se C

Proposicién 7.1. Sea f : U C R* — R™. Supongamos que en un entorno del punto a € U existen
y son continuas todas las derivadas parciales de f, i copi=1,...,n, j=1,...,n. Entonces f es

Ox;
diferenciable en a.

Demostracién. Supondremos que todas las derivadas parciales son continuas en U (si fuera
necesario podriamos considerar un abierto U’ C U tal que a € U’y g—ﬁ_ es continua en U’
para cada i, 5). '
Supondremos también que f : U C R" — R, ya que f es una funcién diferenciable si y
s6lo si lo son todas sus funciones “componentes”.
Bajo estas hipoétesis, estudiar la diferenciabilidad de la funcién a es equivalente a estudiar
si
fla+h) = fla) = (2(a) b+ + 2(a)  h)
lim =
h—0 Rl

Haremos la demostracion para n = 3. El caso general se prueba de manera anéloga.
Trabajemos entonces con el numerador de la fraccién anterior:

flath) = fla) = (Ghi@ m+ 4 @) ha) =
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flar + hy,az + ho, a3+ ha)—f(ar + hy,as + ho,as)+f(ar + hy,as + ho, ag)
—f(ay + hy,az, a3)

—f(a)—( 4t ):

= f(a1 + h1, a2 + hg, a3 + h3)—f (a1 + hy, as + ho, az) —

. 0
+f(a1 + hi,as + ho,a3)—f(ar + hy, az,a3) — —f( ) - ho
aZEQ
*f((luﬂaaa:;) -
0
89? (a1 + hy, ag + ho, ag+03hs) - hs —
3
af 0
+()I}:((11 +]71 (12+92}?2 (]5) hz—a—l];( ) hQ

_.f(a‘la (12? CLS) - 3

donde en la dltima expresion hemos aplicado el teorema del valor medio de Lagrange (de
una variable) y sustituir una diferencia de evaluaciéon de funcién por la correspondiente
derivada.

Entonces
fa+h) = f(a) = (Z(a) i+ + 2(a)-hy)|
i
_ 2L (a1 + ha, as + ha, as + O3hs) - hs — |
B R
N ]%(ul + hy,ag + O3hy,a3) - hy — 68_9{2(@ - ha|
IR
+| —flay, az,a3) — \
R
< sl ]9 ( + hy,as + ha, as + O3hs) —
= ”hH O3 3] 1,02 2,03 313
h )
|’|’:’|‘ ' ((I] + h] as + 92})2 (1;) a—i;(a)‘
+ |hl‘ | _f(al7 (1'2:(13> - |
R |7 '

Las dos primeras expresiones tienen por limite 0 cuando h = (h4, ho, hg) — (0,0, 0) puesto
que son producto de algo acotado y una funcion que tiende a 0 (estamos asumiendo la
continuidad en a de las derivadas parc1a1es =Y 55 8@ |

El resultado anterior permite definir una nueva clase de funciones “buenas”.
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Definicién 7.1. Diremos que f : R® — R™ es una funcién de clase 1 en el conjunto A C R" si
existen todas sus derivadas parciales (en algtn abierto que contenga a A) y son continuas en

A. Escribiremos f € C'(A). Si D es el dominio de definicién de f,y f € C*(D), escribiremos
simplemente f € C*.

W Observaciéon 7.2. 1.- Aunque se ha demostrado la proposicion [7.1| para funciones defi-
nidas sobre R? la misma técnica de demostracion sirve para funciones definidas sobre R",
alargando la demostracion.

2.- En la demostracion de la proposicion 7.1 no se ha utilizado la continuidad de g—i.
Las hipétesis de la proposicion pueden relajarse y pedir que existan todas las derivadas
parciales en el abierto U y que todas, salvo tal vez una, sean continuas en . En la prueba no
hay pérdida de generalidad si suponemos que la primera derivada es continua y es en otra
en la que falla comprobar su continuidad: tnicamente se deberian reordenar los grupos que
aparecen en la prueba para probar esto.

Asi, se puede mejorar el resultado que habiamos visto antes, relajando condiciones.

Proposicién 7.2. Sea f : U C R" — R™. Supongamos que existen todas las derivadas parciales %f;

de f y que todas son continuas en un entorno de a € U salvo, tal vez, una. Entonces f es diferenciable
en a.

B Ejemplos 7.3. a) Sea f(z,y) = (" + y,y°x)
Como las derivadas parciales existen y son continuas

afl o €$+y afl

A o — ety
Dz oy ¢ T
Oh o 0k,

ox dy

entonces f es diferenciable en todo punto

em+y €m+y+1

b) El reciproco de la proposicién [7.1| no es cierto. La funcién f : R? — R definida a
continuacién es diferenciable, pero ninguna de sus dos derivadas parciales es continua.

2qin 1 2 i 1 .
27 sin 5 + y°sin o, sizy #0

2% sin <, sizr#0,y=0
fley)=9 , . 1 .

yosin o, siz=0,y#0

0, siz=0=y

Se tiene que

af Qmsin%—cosi, siz#0
Ox 0, sizx =10

of 2ysint —cosl, siy#0
L (z,y) = y y '
oy 0, siy=0
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(z,y)ni lim g(m, y). Sin embargo la aplicacién es diferen-

no existen ni  lim
y (z,y)—(0,0) Ox

(2:0)-(0,0) D
ciable, puesto que

o k) — £(0,0) - 52(0,0)h — 550, 00k] _ R ol S
(h,k)—(0,0) vV h2 + k2 ~ (hk)—=(0,0) \/h% + k2

8. Funciones de clase C*

La notacién que se acaba de introducir es una notacién que recuerda a la empleada para
funciones de una variable real. Esta notacién se va a mantener también para las derivadas
parciales sucesivas, que desempefian un papel importante en el cdlculo en varias variables.
En particular, como ocurria con las funciones de una variable, las “segundas derivadas” van
a ayudar a determinar extremos relativos.

Definicion 8.1. Supongamos que f : R* — R es una funcién que tiene derivadas parcia-
les continuas en un abierto U. Esto es, g—i(:p, Y)y ‘g—g(x, y) son continuas en cada (z,y) € U.
Supongamos que existen las segundas derivadas parciales

0 f 0% 0*f 09! 0 f o4t 9 f 0L
@(l’,y) - s (xay)a m@j?y) - ay (x,y), M(‘%ay) - %(Jf,y), a_z/Q(xay) - a_y<x7y)

y son continuas en el conjunto A. Entonces se dice que f es una funcién de clase 2 en A

(f € C*(4)).
De modo andlogo se pueden definir las derivadas de orden superior:

Definicién 8.2. Supongamos que estan definidas las derivadas parciales de orden n — 1 par
una funcién f : R¥ — R respecto de cualquier (n — 1)-upla de variables. Entonces la n-ésima

derivada parcial respecto de las variables z;,, ..., z;, tiene la forma
8n71f
n 07—
a f Bxin---axil

al’in te (91‘1-1 8!Ezn

Dado que la notacién se complica mucho cuando trabajamos con derivadas de 6rdenes altos,
usaremos una notacién simplificada. Escribiremos

o f

Oy, Oz, R

B Ejemplo 8.3. Sea f : R® — R una funcién definida por f(x,y, 2) = cos(zyz). Entonces

% = —yzsenxyz 8_y = —TrZsenzryz 3 = —TYysenryz.
0*f 2 o*f 2 *f 2
927 —(yz)* coszyz w0y = —2zSenxyz — yrz” cos rYz 9205 —YSenxryz — Y Tz CoS TYZ
0*f 2 0*f 2 o*f 2
By = —2Senxryz — Yyrz- cosryz 8_y2 = —(z2)* cosxyz D50 = —rsenxyz — T Y2 coSTYZ
*f 2 0*f 2 0 2
90m —YSenryz — Y Tz CoS TYZ 920y = —xrsenryz — T Yz cos TYZ 92— —(zy)” cos xyz.
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Teorema 8.1 (Clairaut-Schwarz. Igualdad de las derivadas cruzadas). Sea f : U C R* — R
una funcién f € C*(U). Entonces
P ()= @)
a$i8$j B 895]8372

paracadai,j € {1,...,n}ycadax € R".

Demostracion. Por simplicidad, haremos la prueba para n = 2. La idea es similar cuando

incluimos mas variables. Fijemos entonces (a,b) € U y supongamos entonces que gcafy (z,v)

y az,zaj; (z,y) existen y son continuas en un entorno de (a, b).

Tenemos que

sy 0 =i | e+ 5 -
—Ilg%%m;([f(a+h,b+k)—f(a,b+k)}—[f(ﬁh,b)—f(a,b)b
= tim lim o ([f(at b b+ 8) — fa+h,)] — [f(ab+ k)~ f(ab)])

Como ? estd definida en el entorno, podemos aplicar el teorema del valor medio a la fun-

Yy
cion ¢(y) = f(a+ h,y) — f(a,y) para obtener

9 0
lfm lfm % [a—g(a + h,b+&(k)) — a—g(a, b+ €(k))]

k—0 h—0

Aplicando de nuevo el teorema del valor medio llegamos a

2

lm lim aygx<“+“h)’b+5(k”

y la continuidad de 88; nos asegura que el valor de ese limite es a P (a b) . |

Alexis Clairaut (1713 - 1765)
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B Ejemplo 8.4. Si las derivadas segundas no son continuas no tienen por qué ser iguales: es
el caso de

22—y ‘
Woar,p S (z,y) # (0,0)

0, si (z,y) = (0,0).

fz) =

Se tiene que

= f es continua

of of .
B y Dy son continuas
o*f 0*f
0x0dy Oyox
o’f 0’f
- 8x8y( 0) 7 Oyox

no son continuas en (0, 0).

(0,0).

Definicién 8.5. Sea f : U C R® — R, f € C?(U). Llamaremos matriz Hessiana de [ a la matriz

O f

&mé)xj

(&ij)?,jzl < Man(R), donde Q5 =

Otto Hesse (1811 - 1874) Brook Taylor (1685 - 1731)
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Teorema 8.2 (Taylor de orden 2). Sea f : U C R? — R, U abiertode R?, f € C*(U)y[a,a+h] C
U. Entonces existe { € [a, a + h] verificando

®  Jlath)=f@)
® + @) b+ @)
(4) + %(a)hf +2 ;:gy(a)hlhg + gi;;(a)hg
+ S L@ + 3 m(@niha + 3.0 @i+ S L em,

(obsérvese que 2| representa un niimero, Bluna aplicacion lineal y [#una forma cuadritica).

W Observaciéon 8.6. La férmula de Taylor de orden 2 se puede escribir como
fla+h) = f(a)+(Vf(a),h) +h'-Hf(a) h

9. Extremos relativos y puntos criticos

Definicién 9.1. Sea f : A C R* — R. Decimos que f tiene un un mdaximo local o relativo
(minimo local o relativo) en a € A si existe un abierto D con a € D tal que f(a) > f(x)
(f(a) < f(x)) para todo = € D.

B Ejemplo 9.2. La funcién f(z,y) = 2? + y* tiene un minimo en el punto (0,0) ya que
f(0,0) < f(z,y) para todo (z,y) € R% La funcién g(z,y) = —z? — y* tiene un méximo en el
punto (0,0) ya que f(0,0) > f(x,y) para todo (z,y) € R?

Definicién 9.3. Sea f : A C R” — R. Un punto interior a € A es un punto critico de f si se
verifica una de las siguientes condiciones:

1. Vf(a) = 0, es decir,
of
ébci

(@ =0 Vie{l,--,n}

2. No existe

85» (a) paraalgini € {1,--- ,n}

B Ejemplo 9.4. Calcular los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 2? + y* + 2z + 2y + 1.
Calculamos sus derivadas parciales e igualamos a cero:

of

%(x,y):O —2r4+2=0 —zx=-1
0
a—‘;(a@,y):() —2y+2=0 —y=-1

El punto (—1, —1) es un punto critico de la funcién.
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B Ejemplo 9.5. Calcular los puntos criticos de la funcién f(x,y) = /2? + y2. Observar que
el punto (0, 0) no existen las derivadas parciales y no existen puntos (z,y) # (0,0) donde las
derivadas parciales se anulen ya que :

af x
%(%y)—o —>—/$2—+y2—0
o () =0 — —L— —0

Ay Vit y?
En este caso el gradiente nunca se anula, en los puntos donde estd definido, pero en el
punto (0, 0) las derivadas parciales no existen asi que (0, 0) es un punto critico de la funcién.

W Ejercicios 9.6. Calcula los puntos criticos de la funcién

h(z,y) = y* — 2y — 32* — 2%y — 22°

Proposicién 9.1. Sea f : A C R™ — R una funcion diferenciable en a € A. Si a es un punto interior
de Ay f alcanza un extremo relativo en a, entonces a es un punto critico de f (estoes, V f(a) = 0).

Observar que esta proposicién geométricamente significa que los puntos criticos son
aquellos cuyo plano tangente, si existe, es horizontal. Ademads la proposiciéon nos asegura
que los extremos relativos estan entre los puntos criticos de la funcién. Es decir, todos los
extremos son punto critico. Sin embargo, al igual que ocurre para una funciones de una
variable, los puntos criticos de una funcién de varias variables no siempre son maximos o
minimos relativos. Algunos puntos criticos conducen a puntos de silla, que no son ni maxi-
mos ni minimos relativos.

Definicién 9.7. Sea f : A C R® — R. Un punto critico a € A es un punto silla de f si para
todo abierto D con a € D se verifica que existen puntos € D tales que f(x) < f(a)y puntos

para los que f(x) > f(a).

B Ejemplo 9.8. Estudiar los puntos criticos de la funcién f(z,y, z) = 2°y + 2y + xy.

0

a—i(m,y):() = (' +y'+1)=0 = z=00Gz"+y*+1>0)
of 4 4

a_y(ﬂf,y):O = y(z'+5'+1)=0 = y=0

Obtenemos que el punto (0, 0) es el tinico punto critico de la funcién. Veamos si es ex-
tremo. Observar que f(0,0) = 0 y si nos acercamos a (0,0) por puntos de la formay = z
tenemos que f(z,z) = 22% + 22 > 0y si lo hacemos por los puntos y = —x tenemos que
f(z,2) = —22° — 2% < 0. Concluimos asi que (0, 0) es un punto silla.

Vamos ahora a resolver el siguiente problema.
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B Ejemplo 9.9. Se quieren construir cajas abiertas de 32 m?® de volumen. Encontrar las di-

mensiones de dichas cajas que requiera la menor cantidad posible de material para su cons-
truccion.

Denominamos a las dimensiones por = ancho,y largo y z alto. Tenemos por tanto, por

: . : 32
hipétesis, que zyz = 32y A(z,y,2) = zy + 2xz + 22y, por tanto, sustituyendo z = —, la
Yy

64 64
funcién que tenemos que minimizar es A(z,y) = 2y + — + — (notar que = # 0,y # 0).
Yy X

0A 64
@Y =0 =y——5=0 =%y =064
)

:>y:x;64:x3:>x:4:y

DA 64
a—y(x,y):O :>JI—E:0 = zy® = 64

32
Teniendo en cuenta que » = — = 2 se sigue que el punto (4,4, 2) es el Gnico punto
ry

critico de la funcién A. La pregunta ahora es ;como sabemos que es un minimo y no es un
maximo o un punto silla? La respuesta a nuestra pregunta nos la da el siguiente teorema.

Teorema 9.2. Criterio del Hessiano.- Sea f : U C R" — R, f € C*(U). Supongamos que a € U
y que V f(a) = 0. Entonces

a) Si Hf(a) es la matriz de una forma cuadrdtica definida negativa, f alcanza en a un madximo
relativo estricto.

b) Si Hf(a) es la matriz de una forma cuadritica definida positiva, f alcanza en a un minimo
relativo estricto.

c) Si H f(a) es la matriz de una forma cuadritica indefinida (no degenerada) f tiene en a un punto
de silla.

Para entender el teorema anterior necesitamos hacer un inciso sobre dlgebra lineal: su-
pongamos que A es una matriz simétrica.

» Aes definida positiva si ' Az > 0 para cada = # 0.
= A es definida negativa si ' Az < 0 para cada x # 0.
= A esindefinida si existen x; y @, tales que «{ Axy > 0y b Axy < 0

= Aesdegeneradasidet(A4) =0

En términos de los autovalores de la matriz es muy sencillo saber cudndo una matriz
simétrica entra en alguna de esas categorias:

= A es definida positiva si y solo si todos sus autovalores son positivos.
= A es definida negativa si todos sus autovalores son negativos

= A es indefinida si tiene algtin autovalor positivo y algtin autovalor negativo.
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= A es degenerada si alguno de sus autovalores es (

James Joseph Sylvester (1814 - 1897)

Para determinar si una matriz simétrica es definida positiva o definida negativa es muy
util el criterio de Sylvester. Funciona con matrices cuadradas de tamario arbitrario. Se basa
en estudiar los signos de los determinantes de los menores angulares de la figura:

a a
Sea A — 11 12
Q21 A22

Q11 Q12 a13 A4 AdA1s 11 Q12 G13 Q14 A15 11 Q12 a13 AaA14 A1
Q12 G292 Q23 A24 A5 G192 G292 G23 Q24 A25 Q12 Q22 G233 A4 A5
a3 d23 G333 34 435 13 d23 (33 (34 435 13 a3 G33 a34 A35
A1,4 G24 A34 Q44 Q45 Q1,4 A24 A34 Q44 Q45 Q1,4 G24 A34 A44 Q45
Q15 d25 G35 Q45 ds55 15 QA25 A35 Q45 As55 Q15 A25 G35 Q45 455

11 Q12 13 A4 A1s 1,1 G122 A13 Ai4 15

Q12 G292 Q23 A24 A5 Q12 G292 G23 A24 dA25

Q13 A23 33 A34 435 @13 Q23 Q33 A34 A35

G14 Q24 A34 A44 A45 G14 Q24 Q34 Q44 A45

15 G255 A35 Q45 Q55 15 G255 A35 Q45 G55

= Si el signo de todos los determinantes sefialados es positivo, l1a matriz es definida
positiva.

= Sielsigno de los determinantes alterna de este modo: -, +, -, +, - - - - (los determinates
de tamafio impar son negativos y los de tamafio par son positivos) entonces la matriz
es definida negativa.

110
B Ejemplo 9.10. 1) Supongamos que A = |1 3 2] Calculamos los tres determinantes
0 2 3
angulares:
11 110
D, =1, D2:‘1 3‘:2, Dyl 3 2[=2
0 2 3

Como sus signos (por orden) son + + + la matriz es definida positiva.
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2)SeaB=| 0 -3 0 | Calculamos los tres determinantes angulares:
2 0 -5
1o -1 0 2
Dy =1, Dzz‘o _3':3, Dl 0 -3 0]=-3
2 0 =5

Como sus signos (por orden) son — + — la matriz es definida negativa.

1 3 0
3)SeaC' = |3 1 —1| Calculamos los tres determinantes angulares:
0 -1 2
s 1 3 0
D, =1, DQZ‘ 5 1‘:—10, Diy|3 1 —1|=-17
0 -1 2
Como sus signos (por orden) son + — — la matriz es indefinida. Podemos afirmarlo porque

al ser D3 = |C| # 0 no hay ningtn autovalor nulo, con lo que no tenemos casos “dudosos”.

Este criterio se aplica en los siguientes ejemplos:
B Ejemplo 9.11. Clasificar los puntos criticos de las funciones.

L f(z,y,2) = a* = 2®y’y + y* — 6y° + 4a”.

of z=0
%(:v,y)zo — 2222 —y*+4) =0 = =202 14 }(1)
of

=0
T =0 = uarni-g-0 = 420, de)

a) Siz = 0en (1) entonces 0 y = 0 0 2y* = 6. Es decir, obtenemos los puntos criticos
(0,0) y (0,£v3)

b) Siy? =222 +4en (1) entonces 2y* = 22 +6 (y # 0) 0 lo que es 1o mismo 322 +2 = 0
y por tanto no hay puntos criticos.

Vamos a calcular la matriz Hessiana para clasificarlos.

Ol 21
H(f.a) = 92 " Oyox ¢ (122 —y* + 8 —4xy
(f,0) = . ) N —4dzy —22% + 12y* — 12
8ilgy(a> g_y];(a)
8 0
H(f,(0,0)) = = |H(f,(0,0))] < 0= (0,0) es un punto silla.
0 —12
5 0 )
H(f,(0,%v3)) = = [H(f,(0,0)] > 0
0 24 — (0,+v/3) es un minimo.
0*f
@(O,iﬁ)) =5>0 )
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3yt — 4y® — 129% + 2

2. f(x,y) =

1+ a2
af( ) =0 —2x(3y4—4y3—12y2+2)_0 . T= )
I z,Y) = (1+22)2 - Syt — 4y — 1242 +2=0 (1)
=0
of 12y(y* —y — 2) y=0 /
z,y) =0 = =1 (2
3y Y) = e ! T oey-2=0 ) 522 2

a) Si y = 0 en (2) entonces para que se verifique (1) se sigue que z = 0. Es decir,
obtenemos el punto (0, 0).

b) Siy = —1 en (2) de nuevo para que se verifique (1) se sigue que x = 0. Por tanto
el punto critico es (0, —1).

c) Siy = 2en (2) de nuevo para que se verifique (1) se sigue que = = 0. Por tanto el
punto critico es (0, 2).

Vamos a calcular la matriz Hessiana para clasificarlos.

>*f (@) o’ f (a) (622 — 2)(3y* — 4y® —12y° +2)  —24xy(3y? — 2y — 2)
H(fa)= | 9% 0| (1+ 22)? (L+ a7
R - N —24xy(y* —y —2) 12(3y* — 2y — 2)
sy (@) () (1+22)? L+ a2
—4 0 )
H(f,(0,0)) = ) = [H(f,(0,0))[ >0
0 -2 — (0,£0)) es un méximo.
9 f B
525(0.0) = =4 <0 )
—6/8 0
H(f,(0,-1)) = = |H(f,(0,0))] < 0= (0,—1) es un punto silla.
0 18
60/125 0
H(f.(0,2)) = ( ) = |H(f,(0,2))] >0
0 72/5 = (0,2) es un minimo.
0 f
5-3(0,2) >0 )
5 0 )
H(f,(0,+V3)) = ( ) = [H(f,(0,0))] >0
0 24 — (0,£v/3)) es un minimo.
82—f(o +v3))=5>0
ox2" " /
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W Ejercicios 9.12. Calcula y clasifica los puntos criticos de la funcién
Wz, y) = ya(r = 2)(y +2)
Notar que si el determinante de la Hessiana es cero, el teorema no decide, es decir, no
nos da informacién acerca del punto es méximo, minimo o punto silla. Asi que tendremos

que buscar otras formas que nos ayuden a decidir.

B Ejemplo 9.13. Consideremos la funcion f(z,y) = 6zy* — 22° — 3y?

af o 2 2 r=1y
a$(Jc,y)—() — 6y* — 62° =0 — v —y (1)
of y=20
<l —0 — 12y(z —9?) =0 — 2
5y &y =0 y(r —y*) =0 e }( )

a) Si z = y en (1) entonces en (2) tenemos que = = z*. Es decir, obtenemos los puntos
criticos (0,0) y (1,1)

b) Si —y = x en (1) entonces en (2) tenemos que —y = y?, por tanto los puntos criticos
(0,0)y (1,-1)

Vamos a calcular la matriz Hessiana para clasificarlos.

0% f 0% f

H(f.q) = @(G) ayax(“) 12z 12y
,a) = 2 ] T\ 12y 122 — 3692
2ie) 2
—12 12
H(f,(1,1) = = |H(f,(1,1))[ >0
12 —24 = (1,1) es un maximo.
o0 f
@(1, 1)) <0
—12 —12
H(f,(1,-1) = = [H(f,(1,-1))[ >0
—12 24 = (1,—1) es un maximo.
o0 f
Fz L 1)) <0
0 0
H(f, (0,0)) = = |H(f,(0,0))] = 0= (0,0) no sabemos .
0 0

Para ver que en (0,0) hay un punto silla basta con acercarnos por la recta y = 0, ya que
f(z,0)>0siz <0y f(z,0) <0siz > 0.
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Capitulo 4. Funciones inversas e implicitas

1. El teorema de la funcidon inversa

Teorema 1.1 (Teorema de la funcién inversa). Sea f : Q@ C R" — R" una funcioén de clase C"(£),
donde r es un entero positivo. Sea x, € R" tal que D f(x,) es invertible. Entonces existen conjuntos
abiertos U,V C R", con x, € U, tales que la restriccion de f a U es una aplicacion biyectiva sobre V
y, por tanto, f : U — V es invertible. Ademds, la funcion inversa f~* : V. — U es de clase C" y, para
cualquier y € V se tiene que

Df ! (y) = [Df(=)] ",
donde x = f~(y).

Demostracion. Sea y, = f(x,). Por simplicidad de notacién, asumiremos que D f(x,) = I, la
aplicacién identidad en R". Para el caso general, bastaria considerar la aplicacion F, definida
por F(z) = [Df(x0)] "' f(x), que si tiene por diferencial a I.

1) Para cada y € R" definamos ¢,, : @ — R" por ¢, (z) = * — f(x) + y. Para cualquier y
se tiene que ¢, (x) = x siysolosi f(x) = y.

2) Para cualquier y se tiene que D¢y,(x) = I — Df(x). Entonces, para cualquier y,
| Doy (x0)|| = 0. como D¢, es continua, existe un abierto U C R", 2, € U tal que para
cada z € U y cada y se tiene que || D¢y, (z)| < 3.

3) Esto implica que, para cada « € U, Df(x) es invertible, puesto que si no lo fuera
existirfa z € R de norma 1 tal que Df(z)(z) = 0, pero entonces || Do, ()| > ||Doy(x)(2)| =
el =1> 5.

4) Por el Teorema del Valor medio generalizado, para cualesquiera x, z; € U se tiene que
6y(@1) = dy(@)]| < 3llar — ]|

5) Ademads, como D f es continua, la operacién inversa sobre matrices invertibles es con-
tinua y ||[[Df(zo)] || = |I|| = 1, podemos tomar U de modo que para cada = € U sea
I[Df ()] < 2.

6) Llamemos V' = f(U). La desigualdad obtenida en (4) implica que f es inyectiva so-
bre U : si fuera f(x;) = f(x) entonces ¢, (x1) — ¢y(r) = x; — x, lo que contradirfa esa
desigualdad. De este modo la funcién inversa f~' : V' — U estd bien definida.

7) Todavia no sabemos que V' sea abierto. Vamos a probarlo aqui. Tomemos un ¥ cual-

quieraenV yseax = f~!(y). Tomemos d > 0, § < 1talque K = B(z,d) C U. Consideremos
ahora la bola abierta B(g, §) y vamos a ver que estd totalmente contenida en V, con lo que
V' serd abierto. Para ello elegimos un y € B(y, g) cualquiera y veremos que y € V.

8) La desigualdad (3) implica que para cada = € K,
[0y(2) — 2| < [[¢y(x) — ¢y ()| + [0y (2) — 2
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< Sle—z|+lly -9yl <o

N | —

9) Acabamos de ver que ¢, lleva K en si mismo y la desigualdad de (3) nos dice que ¢,, es
una aplicacién contractiva, por lo que existe x € K tal que ¢, () = = y, consecuentemente,
existe x € K tal que f(x) = y. Como K C U resulta que y € V, tal como querfamos.

10) Nos falta probar que f~! es de clase C". Veremos en primer lugar que es continua.

Para ello fijamos cualquier y € V, tomamos otro § € V y llamamos « = f~!(y), & = f~(9).
Entonces

17 @) = 7 W)l = 12 — =l = [léy- (2) + § — ¢y (z) — y|
1
< [0y (2) = 0y (@)l + 19 — yll < Sllz — 2] + g~y

11) Reordenando la desigualdad anterior y sustituyendo = = f~!(y),& = f~'(y) llega-
mos a

1A= @) = )l < 20l -y,

lo que implica la continuidad de /.

12) Ahora probaremos que f~! es diferenciable y que, para cualquier y € V tal que
x = f~!(y) se tiene que

Df~!(y) = [Df ()]
SeayeV,y#yyseai = (). Tenemos que
FH@) = ) = [DF@) (G —y) =2 — 2 — [Df ()] (f(2) — f(z))
= —[Df ()] (f(@) — f(z) = Df(2)(z — 7))

13) Recordemos que ||[Df(z)]~!]| < 2 (lo hemos obtenido en el paso 5) llegamos a

1171 @) = f 7 w) = [DF @) (5 = 9)ll < 201 /(2) = f(z) = Df(@)(@ — (), |
por lo que para probar que

i @) = ) = [DS )] =~ y)ll

L - =0
gy ||y - ?JH

es suficiente probar que

1/ (%) — f(x) = Df(x)(& — )|

lim - = 0.
iy 19—yl

14) Por hipétesis f es diferenciable, por lo que
o I8 = 1) = DI =) _
o & — |

15) La continuidad ya probada de f~! nos dice que cuando § — y se tiene que & — .
Ademas, la desigualdad que hemos obtenido en (9) nos dice que

& — x|

- <2
|9 —yll
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16) Por tanto,

@) = f@) = DE@GE =)l (@) = f() = D)@ — o)l b = o _
i 5l i &=l 5=yl

0

tal como querfamos probar.

17) Como Df~*(y) = [Df(x)]~! para cualquier y € V, como D es de clase C"~* por ser f
de clase C" y la operacién inversa sobre matrices invertibles es diferenciable, se llega a que
Df~! es también de clase C"!. Por tanto f~! es de clase C". |

2. El teorema de la funcién implicita

Teorema 2.1. Sean m,n enteros positivos. Sea U un abierto de R"™™ y sea F : U — R™ una
aplicacion de clase C'(U). Consideremos (xo,y,) € U tal que F(xq,y,) = 0y supongamos que

@(m ) @(m D e @(m )
6%;[ 0, Yo 8%2 0, Yo 8ym 0, Yo
Q(w ) &(w S %(w )
DYF(xO, yo) _ 8?./1 0 Yo ayQ 05 Yo 6ym 0, Yo
OF, oF, OF,
a—yl(mo, yo) a—yz(l’o, yo) T %(mo, yo)

es invertible. Entonces existen conjuntos abiertos W C R* y V. C U C R"™™ tales que x, €
W, (zo,y,) € V y existe una funcion G : W — R™ diferenciable en x, tal que

{(x,y) e V:F(z,y) =0} ={(z,G(x)) : x € W}.

Ademas, :
DG(zo) = _(DYF(wanO)) Dx F(x0, yo)-

Demostracion. Definamos
f: U — Rnt+m

(x.y) — (z,F(z.y))
La aplicacién f que acabamos de definir tiene por matriz Jacobiana en un punto (z,y) a

Df( ) 0 o --- 1 0 o --- 0 Losn ‘ Orscm
myy = -
o OR .. R | OB R . OR
o011 Oz OZn oY1 dy2 OYrm DXf<w7 y) ‘ DYf(mv y)
oF, 0k . OF oFy, 9k | OF
dxy  Oxz Oz, dy1  Oy2 Oym
OFm  OFm ., OFm OFm  OFm ., OFm
0x1 Ox2 0xn 33/1 ayQ 8ym

Todas las derivadas parciales de f son continuas (las primeras por ser constantes 0 0 1y las
ultimas por la hipétesis de que F' es de clase C'. y, por tanto f € C*(U). También, a partir
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de la descripcién de Df(x,y) como matriz por bloques, se ve facilmente que D f(xo,y,)
es invertible por serlo Dy f(xo,¥y,) y, por tanto, estamos en las hipétesis del Teorema de
la Funcién Inversa. Esto implica la existencia de un abierto U; € U C R™™ y un abierto
V. C R™™ tales que (zo,y,) € Ui, f(xo,yy) = (0,0) € V ydemodoque f: Uy — V es
biyectiva.

Ademés, el Teorema de la Funcién Inversa nos dice que f~' : V — Uy es f~1 € CY(V) y
que

DS (f(@o,y0)) = Df M(@0,0) = (Df (w0, yy)) "

A continuacién, expresaremos f~' = (h, g),donde h = (hy, ha, ..., hy) Yy 9= (91,92, -+ Gm)
con h;, g; : V — R. Observamos que, con esta notacion, es

(h(w,y)» F(h(z,y), g(z, y))) = f(Mz,y) 9(z,y)) = f(f(z,9) = (z,y)
La biyectividad de f implica que
hi(z,y) = z1, ho(x,y) = T2, ... ho(z,y) =z,
y también que
(1) F(h(z,y),9(z.y)) = F(z,9(z.y)) = y.

Por otra parte, como f~' € C'(V) se tiene que g es diferenciable en (x, 0) € V. Definimos
W C R*como W = {x € R": (,0) € V} y una funciéon G : W — R™ por G(x) = g(x,0).
Observemos que x, € W y que W es un abierto de R" por ser la proyeccion del abierto V' de
R™™ sobre R™. El modo en el que se ha definido G asegura también que G es diferenciable
en x.

Para completar la prueba del teorema, llamando
A={(z,y) e Ui: F(z,y) =0}, B={(z,G):zcW}

debemos probar que A = B.

Sea (z,y) € U; tal que F'(x,y) = 0. Entonces f(x,y) = (x,0) € V' y, por tanto, x € W.
Aplicando f~! vemos que (z,y) = f~'(x,0) y, en particular, y = g(x,0) = G(x). Conse-
cuentemente, {(z,y) € U; : F(x,y) =0} C {(z,G(x)):x € W}yasi A C B.

Sea x € W y consideremos (xz,G(x)) = (x,g(x,0)). Como (x,0) € V se tiene que
/7Y (x,0) € U pero ademas

f~H(=,0) = (h(z,0),g(x,0)) = (=, 9(,0))

con lo que (z, g(z,0)) € U; y para concluir que A D B solo faltaria probar que F'(z, G(x)) =
0, pero F(x,G(z)) = F(x, g(x,0)) = 0 gracias a la identidad 1}

Finalmente, como F(x,G(x)) = 0 para todo « € W y F' es diferenciable en (o, G(x¢) =
(0, Y,), aplicando la regla de la cadena ressulta que

DXF($O7yO) + DYF(mo, yO) ' DFG(mO) = 07
de donde resulta que
DG(@o) = —(Dy F(@o, yy)) " Dx F(@o, o).
|
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Capitulo 5. Integral de Riemann en varias variables

1. Rectiangulos y particiones

Definicién 1.1. Llamaremos rectdingulo n-dimensional paralelo a los ejes de coordenadas a un sub-
conjunto de R” de la forma

R={x€eR":q,<x;,<b (1<i<n)},

donde a;,b, e RY a; < b, paracadai € {1,...,n}.

Diremos que el volumen n-dimensional del rectdngulo R es

V,(R) =[] 5 - a.
i=1

Definicién 1.2. Dado un rectdngulo n-dimensional R, diremos que P es una particién de R
si es una coleccién finita de rectdngulos n-dimensionales P = {R,, i € I que cumple las dos
condiciones siguientes

i) R=[JR,
iel
i) R,NR,#B0V,(R,NR,)=0sii#j.

Dadas dos particiones P y P’ de un rectdngulo R, diremos que P’ es muds fina que P si para
cada R; € P se tiene que {R’ € P’ : R’ C R,} forman una particién de R,.

Proposicién 1.1. Si P = {R, : i € I} es una particion del rectdngulo R C R" entonces

V,(R) = Y V,(R).

iel

La figura |I| representa 4 imdgenes de un mismo rectangulo. El dibujo (a) es la imagen
original: una particiéon del rectingulo que la enmarca. En (b) hemos destacado dos lineas
horizontales que prolongan un lado de algtn rectdngulo de la particion. (c) muestra com-
pletado el proceso de construccién de la nueva particién sobre la particion original. Se han
tenido en cuenta todos los puntos que eran
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(a) Particion original de un rectangulo (b) Particién maés fina usando los limites
de un rectangulo de la primera

(c) Particibn mds fina que la primera (d) Particion regular fina obtenida a par-
usando los limites de sus rectdngulos tir de la inicial

Figura 1: Proceso de obtencién de una particiér regular a partir de una particiéon cualquiera

Lema 1.2. Para cada par de particiones P y P’ de un rectingulo R existe una particion P" que es mds
fina que cada una de ellas.

Demostracion. (Idea de la demostracién). Dadas dos particiones lo que hay que hacer es "su-
perponer” una sobre la otra para obtener una tercera particién que es mas fina que las dos
dadas.

i) e

@fblascoxyz 66 2022/23



Célculo en varias variables. Grado en Matematicas. UPFérnando Blasco. Antonia Gonzélez

2. Integral en rectangulos

En esta secciéon supondremos que R es un rectingulo de R"y f : R — R es una funcién
acotada.

Definicién 2.1. Sea P = {R, : i € I} una particién de R. Definimos la suma superior y la suma
inferior de f para la particién P, respectivamente, como

S(f,P)= Y sup f(X) V,(R)

icl X€ER;

S(f,P) =3 inf [()V,(Ry)

iel

Lema 2.1. i) Si P’ es una particion mds fina que P entonces
S(f.P)< S(f.P) < S(f.P) < S(f.P)

ii) Para dos particiones cualesquiera P y P’ de R se tiene que S(f,P') < S(f,P)

Definicién 2.2. Se definen la integral inferior de Riemann [ f vy la integral superior de Riemann
—R

7R f de f sobre R como

/ f =sup{S(f,P) : P esuna particiéon de R}
Z R

/ f =inf{S(f,P) : Pesuna particién de R}
R

Se dice que una funcién acotada definida sobre un rectdngulo n-dimensional R es integrable

Riemann sobre R si .
[T
< R R

en ese caso, al valor comun de la integral inferior y la integral superior se le denomina integral
de f sobre Ry se denota por
s
R

Proposicién 2.2. Sea f : R — R una funcioén acotada. Entonces f es integrable Riemann sobre R si
y solo si para cada € > 0 existe una particion P de R tal que S(f,P) — S(f,P) < €.
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Proposicién 2.3. Si f : R — R integrable Riemann sobre Ry P = {R, : i € I} es una particion de
R entonces, para cada i € I, f |y es integrable sobre R; y

/f=2/f|R,-
R iel YR

Para poder extender la idea de integral a regiones mas generales de R”, no solamente a
rectangulos, vamos a pensar en una funcién f que esté acotada sobre todo R” y se anule fue-
ra de un subconjunto acotado de R”. Esta tltima condicién implica que existe un rectdngulo
R ¢ R" de modo que f(x) = 0si x # R. Para que la definicién de integrabilidad que hemos
dado sea consistente deberiamos probar que /, f no depende de la eleccién del rectangulo
R.

En efecto, si R es otro rectdngulo tal que f(x) = 0si x # R’ se tiene que
R=(RNR)U(R\R).

Observamos que en esa expresion RN R’ es de nuevo un rectangulo. Por otra parte, la adhe-
rencia de R \ R’ se puede escribir como una unién finita de rectdngulos {R, : i € I}, con lo
que RN R U{R, : i € I} es una particiéon de R. Por tanto

/Rf=,-€ZI/Rif+/RnR’f=/RnR’f=</R’f.

Definicién 2.3. Sea f : R” — R. Definiremos el soporte de f como

supp(f) = {x € R" : f(x) # 0}.
El teorema de Heine-Borel nos asegura que si el soporte de una funcién es un conjunto

acotado, entonces es compacto.

Definicién 2.4. Sea f una funcién acotada f : R" — R que se anula fuera de un conjunto
acotado de R" y que es integrable Riemann sobre un rectdngulo R C R". Se define entonces

/ f / f’
R~ R

Cuando f satisface las hipétesis de esta definiciéon diremos que es una funcién integrable con

soporte compacto. Representaremos al conjunto de todas las funciones integrables con soporte
compacto definidas sobre R” por R(R").

B Ejemplo 2.5. La funcién caracteristica de un subconjunto A C R” se define como

x) = 1 sixeA
YA9=30 sixe A

Si R es un rectangulo, se tiene que y, es una funcién integrable con soporte compacto y

ademas
/ x =V,(R).
Rn
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Figura 2: Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

Proposicién 2.4. Sean f,g € R(R").
a) Sia,b € Rentonces af + bg € R(R") y ademds

(af+bg)=a/f+b/g.
Rn Rn Rn

b) Si f(x) < g(x) para cada x € R" entonces

/fS/g
R~ R~

c) | f| es integrable y ademds

/ 12/ I/
n Rn
d) fg es integrable.
Corolario 2.5. Sea f : R" — R definamos
+ —
PR TIEY Y

2 2

Entonces f € R(R")siysolosi f*, f~ € R(R").

B Observacién 2.6. f*y f~ representan la parte positiva y la parte negativa de f. Se tiene

que f=f"—fTyquelfl=7"+/".

3. El contenido de Jordan
Hasta ahora el proceso que hemos seguido ha consistido en definir la integral sobre un

rectdngulo mediante un procedimiento que es totalmente anédlogo al que se sigui6 para de-
finir la integral de Riemann en intervalos de R. Posteriormente hemos visto que dada una
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Figura 3: Camille Jordan (1838-1922)

funcién con soporte compacto, si esta es integrable en un rectdngulo que contenga su so-
porte entonces lo es en cualquier otro rectdngulo que lo contenga y el valor de la integral es
el mismo, lo que permite considerar la integral de las funciones acotadas con soporte com-
pacto sobre todo R". A continuacién extenderemos ya la definicién de integral a cualquier
subconjunto de R”. Para ello nos hace falta introducir, de nuevo, algunos conceptos.

Definicién 3.1. Sean A C R"n un conjunto acotado y f : R” — R una funcién que estd
acotada sobre A. Se dice que f es integrable Riemann en A si f y, € R(R"). En ese caso

/f=/)(Af-
A R

Definicién 3.2. Dado un conjunto acotado A C R” diremos que A es medible Jordan si y,
es integrable Riemann. En ese caso diremos que [, y, es el volumen n-dimensional de A o el
contenido de A.

En el caso en el que A no sea medible Jordan, diremos que 7Rn x4 €s el contenido exterior de
Ayque [y, es el contenido interior de A.
2 Rn

El problema principal que nos vamos a encontrar es que hay conjuntos que no son me-
dibles Jordan. Por ejemplo, pensemos simplemente en Ry sea A = [0, 1]U Q. Es obvio que 4
es acotado.

Como estamos en R, cualquier particion P = {R, : i € I} de [0, 1] podemos pensarla de
laforma R, = [t,_;,t;Jcon0=1t,<t, <t, < <t,_ <t,=1ycomo[0,1] D Atenemos que

S(f.P)= ) sup zAV(R) =)' sup g, ()t —t, )= D (t; =t ) =1,
iel X€R; i=1 XEltipt] i=1
puesto que en cada rectangulo [¢,_,, ;] siempre hay algtin nimero racional, el supremo de y,
sobre ese intervalo es siempre 1. Como también siempre en ese intervalo hay un irracional,
el infimo de y, sobre ese intervalo es 0 y eso lleva a que

r

S(f.P) =3 inf IV (R) = 3

1
XE[t;_1.t;
iel i=1 UK

f t.—t. = 0-( —t =0.
n t]xA(x)( i t—l) ; ( i 1—1)
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Como y, no es integrable, concluimos que A no es un conjunto medible Jordan.

B Ejemplo 3.3. Estamos a punto de enunciar uno de los mds importantes resultados de esta
seccién, que nos va a decir que un conjunto s medible Jordan si y solo si su frontera tiene
contenido nulo. En la prueba de este resultado trabajaremos con un conjunto y una particion.
Por simplicidad la particién con la que trabajaremos serd una cuadricula.

~——]

En amarillo se han marcado los elementos de la particién que tienen interseccién no
vacia con la frontera del conjunto. En verde se han marcado los elementos de la particion
totalmente contenidos en el interior del conjunto. El contenido exterior de la frontera del
conjunto estard acotado superiormente por la suma de las areas de los cuadrados amarillos.
El contenido interior del conjunto A estara acotado inferiormente por la suma de las dreas
de los cuadrados verdes.

Teorema 3.1. Sea A C R" un conjunto acotado. Entonces A es medible Jordan si y solo si su frontera
tiene contenido de Jordan nulo.

Demostracién. =) Tomemos un rectdngulo R que contiene a A. Como estamos suponiendo
que A es medible, dado € > 0 existe una particion P = {R, : i € I} de R tal que

Sy P)— Sy P) < g

Llamemos I, = {i € I : R, C A} (el conjunto de indices que se corresponden con rectdngulos
interioresa Ay I, = {i € I : R,nA # @} (indices correspondientes a rectdngulos que recubren
A). En esas condiciones se tiene que

S(aP) = SUa Py = X V,(R) = D V,(R) <5

icl, i€l

1

pequefios que los de R; pero tal que V,(R!) > V,(R,) — —. Entonces

o
Vamos a considerar para cada i € I; un rectingulo R} C R; con lados un poco més

241,
J— o
/
UR,?A%)A%)UR,.?UR,.:S)UR[
i€l, i€l; iel; iel;
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1 Puesto que cada R; es cerrado, U, R; es cerrado y contiene a A por hipétesis, luego
también contiene a A.

2 Obvio
3 Por la propia definicion de I,

4 Todo conjunto contiene a su interior
o
5 Hemos definido R) C R, paracadai € I,.

Por otra parte, como A es el mayor abierto contenidoen Ay | J,; R; es abierto, tiene que
ser [ J,.; R; C A.
Como la frontera de A es
doA=A\Ac|JR\[JR
iel, iel,
el contenido exterior de dA se puede acotar por

DViR) = Y ViR < Y V,(R) = D (ViR) = 55=) = ( D ViR = X Vo(R)) + 5 = e,

iel, iel, i€l, i€l iel, iel,

lo que indica que el contenido exterior de Jordan de dA es 0y, por tanto, también el contenido
de Jordan es nulo.

&) Sea ahora € > 0 cualquiera. Como suponemos que dA tiene contenido nulo, existe
una particion P = {R, : i € I} de R tal que

0A C U R, y Z(sup Xa— igf YV, (R) <e.

iel iel i

Ademas, para cada x € A \ 0A podemos tomar un rectdngulo R, tal que x € R, C R, C A.
Sobre ese rectangulo se tiene que supp y, —infy y, =0.

Como R ={R;, : i € I} U{R, “x €A \ 0A} es un recubrimiento de A y, en virtud
del teorema de Heine-Borel, A es compacto, R admite un subrecubrimiento finito R’ de R.
Tomando en cada eje los puntos que marcan los extremos de cada rectdngulo de ese recubri-
miento R’ podemos construir una particién P’ de modo que cada uno de los rectdngulos de
R’ es union de elementos de P’.

La idea para construir esa particion es la que utilizada en la figura siguiente

Es inmediato que para esa particion P’ se tiene que
S P = S(rp P <,

lo cual indica que el conjunto A es medible Jordan. [ |
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Corolario 3.2. Supongamos que A, B C R" son acotados y medibles Jordan. Entonces, los siguientes
conjuntos también son acotados y medibles Jordan:

ANB, AUB, A\B, A, A.

Demostracion. Se debe tener en cuenta que y,,z = XYuXp> Xavp = Xa + X5 — YAN By que
Xa\B = XA~ XanB- |

Teorema 3.3. Sea K un conjunto compacto y medible Jordan y sea f : K — R una funcién continua.
Entonces f es integrable Riemann sobre K.

Demostracion. Supondremos que f > 0. El Corolario 2.5 nos asegura que si se prueba el
resultado para estas funciones, también seré cierto para el caso general.
Sea R un rectdngulo con K € Ry P = {R, : i € I} una particién de R. Definamos

f(x)=0six € R\ K. Entonces
S/ P) =Y, sup rx(x)fQV,(R)= Y sup f V,(Ry),

icl *€R; RNK#0 R;

SGrf>Py= 2 inf e )f OV, (R) = Y inf [ V,(Ry),

i€l RicK !

Se tiene que

Sk S P) =Sk f P)= ), supfV,(R)— D inf f V,(R)

Rnk#p Ri RCK
= D Gupf—if NV, (R)+ > supfV,(R)
Rnk Ri i RNK#B,R\K#p Ri

Como f es uniformemente continua sobre el compacto K, para cada € > 0 existe 6 > 0
tal que supp f —infy f <esiR; C Ky tiene lados con longitud menor que 6.
Por ser K medible se tiene que para una particiéon P bien elegida

Z supV,(R;) < €
RNK#B,R\K#0 Ki
y, por tanto, para esa particion P se cumple que

Sk f-P) = S f - P) < V,(K) + £ mix £ (x),

cantidad que puede hacerse arbitrariamente pequeria. [ |

4. Teorema de Fubini

Definicién 4.1. Diremos que una funcién acotada f : R" — R es una funcion escalonada si
existe un rectangulo R C R" y una particion P = {R, : i € I} de R tales que f(x) =0six # R
y tal que f|; es una funcion constante para cada i € I y que cumple, ademds, que para cada
j € {lm... ,n}fijados x|, x5, ..., X;_, X415 -0, X, lafuncion x = f(xy, xp, .00 X515 X, X445 -0 5 X,)
es continua por la izquierda. En ese caso, diremos que f es una funcién escalonada asociada a la
particion P.
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Figura 4: Ejemplo de funcién escalonada

Obsérvese que una funcién escalonada f (asociada a una particién P ) es integrable-
Riemann sobre el rectdngulo R que es su soporte. Esto es sencillo porque, si P’ es una parti-

cién mads fina que P se tiene que S(f,P’) = S(f,P"). Por tanto
sup{S(f,Q) : Q particion de R} = inf{S(f,0): Q particién de R}
y eso quiere decir que f es integrable.

Proposicién 4.1. Sea f una funcién integrable Riemann con soporte compacto sobre R?*9. Entonces
las funciones g, g, : R? — R definidas por

gl(y)=/ fr.z)dz y gz(y)=/ fr,z)dz
R4

2 _Ra

son funciones integrables Riemann con soporte compacto sobre R? y

f(X)dx=// f(y,Z)dzdy=/ f(r,z)dzdy.
Rpr+a Rp_Rq Rp R4

Demostracién. Sea R C R?*? un rectdngulo tal que f se anula fuerade R, P = {R, : i € I}
una particién de Ry f, f funciones escalonadas asociadas a P tales que

S < f(x) < f(x) para cada x € R.

Entonces, para cada y € R” las funciones z = f(y,z)y z = (v, z) son funciones escalonadas
definidas sobre R? y tales que

/ /(. 2)dz < / f2)dz < / 2z < / 7. 2)dz.
R4 J_ R4 R4 R4
74
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Pero las funciones y ~ /, R S(,2)dzy y = /, R (v, z)dz son funciones escalonadas sobre R?
y se tiene que N

L(X)dx=/ i(y,Z)dzdyS{/ / f(y,Z)dzdyS/ / f(y.z)dzdy
Rp+a Rr JRe L re L Re ReL R

< / F(2)dzdy < / T.2dzdy= | Fxdx
RP R4

RrRe JRa Rp+a

Tomando el supremo del elemento de la parte izquierda de la desigualdad y el infimo de
la parte derecha sobre todas las posibles particiones P se concluye que

f(X)dx—/ / fy,2)dzdy = //f(y,Z)dzdy,
Rp+a

A L V'

lo que termina de probar la proposicion. [ |

Teorema 4.2 (Teorema de Fubini). Sea f : R?*% — R una funcién continua con soporte compacto.
Entonces, para cada y € R?, la integral qu f(y, 2)dz estd bien definida. También, para cada z € R,
la integral [, f(y, z)dy estd bien definida y las funciones y = [o, f(y,2)dzy z — [, f(,2)dy son
integrables Riemann con soporte compacto sobre R? y R, respectivamente. Ademds

f(x)dx = / Sy, z)dzdy = / f(y,z)dydz.
Rp+aq Rr J R4 R4 J RpP

B Ejemplo 4.2. La aplicacién del Teorema de Fubini nos lleva a poder cambiar el orden de
integracion en las integrales multiples. Por ejemplo, para integrar la funcién f(x, y) = x*+)°
sobre el rectdngulo Q = [0, 2] X [0, 3] podemos hacer esto

e 2 »1’ 2 81
//x2+y3dxdy:/ / x2+y3dydx:/ Xy + = dx:/ 32 4+ 22 ax
Q x=0 J y=0 x=0 4 y=0 x=0 4

81 ]2 97
= + — =
[x 4 lx=0 2

También podriamos haber hecho las integrales empezando a integrar con la otra variable

3 r2 3153 2 3 g
//X2+y3dXdy:/ / x2+y3dxdy=/ = +rx dy=/ ~+2y°dy
Q y=0 J x=0 y=0 3 x=0 03
3
g 81 97
=[2y+Z=| =8+=2===
lSy 2L0 2 2

B Ejemplos 4.3. 1.-Sea f(x, y) : [0,1]X[0, 1] = R definida por f(x, y) = - 51x = Zirreducible,

conp < qyy€ Qy f(x,y) = 0 en cualquier otro caso. Entonces f es mtegrable Riemann
sobre R? y su integral se anula pero y — f(x,y) no es integrable Riemann puesto que la
integral inferior es 0 y la superior i (resultado que se estudia tipicamente en los cursos de

analisis matematico de una variable). Aparece, por ejemplo, como problema en el reconocido
Calculus de Michael Spivak (problema 25).
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Figura 5: Guido Fubini (1879-1943)

Por eso es necesario escribir integrales superiores e inferiores en la proposicién 4.1.

2.- Si la funcién no es continua (o no estd acotada) el resultado tampoco es cierto: pode-
mos considerar f(x,y) : [0,1] X [0,1] — R definida por f(x,y) =

Se tiene que una primitiva (con respecto a x) de

(X+y)3
por tanto,

( + )3 €s _(x+y)2 Y

S| 1
dy = — dy=-—-=
//(x+y)3 =) Gep P T2

Mientras que una primitiva (con respecto a y) de

- >y, consecuentemente,
(x +y) (X+ )

YA 1
//(x+y)3 ydx_/o T+ 72

https://www.geogebra.org/m/kX6GvMnm#material /KtskFcda
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