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Capitulo 1

Primeros pasos con R

1. El entorno de trabajo

El sistema R es un entorno y lenguaje de programacion abierto, libre y gratuito. Fun-
ciona bajo licencia GNU (General Public License, en inglés). R se ide6 para manejar datos

estadisticos de una forma sencilla y efectiva y también posee capacidades graficas.

La ventaja de aprender a usar R es que se pueden encontrar muchos programas ya im-
plementados en este lenguaje. Esos programas se aplican en la gestiéon del medio natural

y se utilizardn en asignaturas posteriores.

Si bien R no serfa la eleccion que haria un programador, con él se pueden cubrir los
objetivos minimos que nos proponemos mostrar en esta introduccién a la programacion.
Daremos las ideas béasicas sobre programacién y podremos implementar algunos mo-
delos sencillos y, lo que puede ser mas importante, entender qué hacen los programas
que han escrito otras personas y que podemos encontrar por la red, modificAndolos para

nuestras necesidades.

R es el motor que va a ejecutar nuestros programas. Podriamos usarlo a golpe de ins-
trucciones desde una ventana de comandos, pero es mucho méas comodo utilizar un pa-
quete que contenga integrado un editor de texto (con el que escribiremos los programas)
y la posibilidad de compilarlos. Nosotros utilizaremos R-studio, cuya versioén de escrito-
rio es gratuita. Su editor es comodo de usar y ofrece, ademads, un listado de las variables

que se estan utilizando, una ventana de graficos y una configuracién sencilla.

1.1. Instalacion de R-Studio.

1. Instalar la dltima version de R. Para windows se encuentra len este enlace. Para
Linux o0 macOS se puede encontrar en este otro enlace.
2. Descargar e instalar R-studio de su pagina. Debe elegirse la versién correspon-
diente al sistema operativo que estemos utilizando.
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Para abrir el programa hay que buscar el icono que lo representa y hacer click sobre

. O

La pantalla de R-Studio estd dividida en 4 sectores. Al abrirlo por primera vez uno
de ellos aparece minimizado. Hay que encoger la pestafia Console para que aparezca el

editor de texto.

Rstudio B Ty o) 1337 Red

File Edit Code View Plots Session Build Debug Tools Help

&) Project (None) -

Console - =0
>z
[1] 1.1 3.6 5.2 453L1 1.0 2.0 3.0 4.0

> ## Para extraer elementos de un vector se pone entre corchetes el elemento que queremos extraer

> z[5]
1] 31.1

for
rstudio Tools and Utilties for RStudio

ﬁ 5& Environment  History =0
Y e Q /v il C#Run | @% | [(Hsouce v | € [ | (4 importDatasetr | .y Clear | (& Listr
~ 7 Clobal Environment -
i) els
% ia c habra tomado el valor 16. Le mpr ob: biend y de L 5
arriba a la derecha. b 9
1
num [1:5] 1.1 3.6 5.2 4.5 31.1
9 ##5t ahora hacenos v num [1:4] 1.4 3 4
10 a<-5 num [1:9] 1.1 3.6 5.2 4.531.112 3 4
11 c<-a+b 5
12
bl 5 e saas
14
15 ## Si queremos darle un nombre, hacemos como cuando declaribamos una variable:
16 x<-c(1.1, 3.6, 5.2, 4.5, 31.1)
17
H 18 poden rlos
-]
= x¥) Fles Plots  Packages el | Viewer =0
= 22 @
2 cano: ble z verenos que es Lol R SNl C)
23 , 3.6, ,2,3, 4 R: Package Index «
24
25z
2
27 ## Para extraer elenentos de un vector se pone entre corchetes €l elenento que querenos extraer Package Index
2
29 z[5]
— 30 g
3110 (opleve) - Rsaipt = )
-

> z[2:4]
[1] 3.6 5.2 4.5

sudoku Sudoku Puzzle Generator and Solver
> ## Del misno nodo como se extraen elenentos, también se pueden remplazar. Si hacenos _ o
> Packages in /usr/local/lib/R/site-library
> y2l<as
. abind Combine mult-dimensional arays
3 ¥ €l nuevo valor del vector y serd (1, 43, 3, 4) apipack Another Plot PACKage: stem.leaf, bagpiot, faces, spin3R, plotsummary, plothulls, and
some sider functions
>y
bl (1] 149 5 4 car Companion to Applied Regression
> ' colorspace Color Space Manipuiation

1.2. Uso delaconsola. La consola es el espacio donde se ejecutan las 6rdenes, mien-
tras que el editor es el espacio donde escribiremos los programas. Habitualmente los dos

se encuentran en la columna de la izquierda, el editor encima de la consola.

Para ejecutar una orden se puede hacer de diferentes modos
- Desde la consola pulsando Enter

- Desde el editor pulsando Control+Enter o haciendo click en la pestafia Run
Se pueden utilizar operaciones, funciones matematicas y constantes habituales:

+ %« -/ 7~ abs() log() sin() exp() sgrt() asin() tan() pi
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Ejercicio 1.1

a) Calcula el valor de las siguientes expresiones:
345,87 + 451,336, 23124, 231/24, 2313, 2311/3, 23105 231
e, sin(r/4), log(e?), 4@ 42/3, 2/0, tan(x/2)
log(0), arcsen(1), 10%%, 103

b) Ejecuta los siguiente comandos en R:
> 8 % %2

> 7 % %2

> 5%/ %3

> 17 %/ %5

> 13 % %4

¢Podrias explicar lo que hace los operadores % %'y %/ % ?

En el caso en que no podamos acceder a un ordenador con R instalado podemos uti-
lizarlo online en algunos servidores, como por ejemplo https://www.mycompiler.

io/es/new/r.

R estd especialmente pensado para trabajar con funciones estadisticas. No vamos a
entrar en ello puesto que no es objeto de esta asignatura, pero si destacaremos cémo
generar niimeros aleatorios.

runif (n) da como resultado un vector con n nameros entre 0 y 1 generados aleato-

riamente con una distribuciéon uniforme.

La funcién sample extrae una muestra de una coleccién dada. Hay que tener cuidado
porque la muestra puede ser con reemplazamiento o sin reemplazamiento.
Por ejemplo,

sample (1:6, 1, replace=TRUE) simularia el resultado del lanzamiento de un da-
do.

sample (1:6,4, replace=TRUE) simularia el resultado de lanzar un dado 4 veces.

Sin embargo, si lo que queremos es simular 10 ntiimeros obtenidos en el bingo de-
beriamos usar la orden

sample (1:90,10, replace=FALSE)


https://www.mycompiler.io/es/new/r
https://www.mycompiler.io/es/new/r
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puesto que las bolas que salen no vuelven a entrar hay que programar la muestra sin

remplazamiento.

Ejercicio 1.2

a.- Ejecuta esta sentencia sample (1:6, 8, replace=FALSE). ;Por qué da error?

b.- Escribe una orden que te proporcione el resultado de un sorteo de loteria pri-

mitiva (6 nimeros de entre 49).

c.- Escribe una orden que proporcione aleatoriamente un punto dentro del cua-
drado [0,1] x [0,1].

2. Variables.

R admite variables numéricas, l6gicas y de texto.

Asignacién de variables. Es muy cémodo dar nombre a nameros, textos y funciones
para referirnos a ellos dentro de un programa. Por ejemplo, las siguientes lineas lo que

hacen es llamar a al nimero 7, b al nimero 9 y c al resultado de sumar a y b.

La versién actual de R permite asignar valores a las variables directamente con el

signo =. Se puede seguir usando el simbolo heredado de versiones anteriores ” < —".

a<-="7 a="7
b<-9 b=9
c<—a+b c=a+b

Con esa secuencia ¢ habra tomado el valor 16. Lo comprobamos escribiendo c y vien-
do su valor en el sector de arriba a la derecha (Environment)

Si ahora hacemos

a<-=5

c<-atb

El valor de ¢ habra cambiado a 14.
Observa que el valor de las variables de texto se escribe entre comillas.
x <— "abcdef"

Si no recordamos qué tipo de variable tenemos, podemos usar el comando class.
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class (x)

class (a)

3. Vectores

Un vector se define con la letra ¢ y separando sus componentes con comas. Por ejem-
plo
c(l.1, 3.6, 5.2, 4.5, 31.1)
c ("sdbado", "domingo")
Si queremos darle un nombre, hacemos como cuando declardbamos una variable:
x<-c(l.1, 3.6, 5.2, 4.5, 31.1)

finsemana<-c ("sadbado", "domingo")
Si tenemos dos vectores, podemos concatenarlos:

y<—c(ll2l 3/ 4)

z=c (xX,Y)

Si buscamos el valor de la variable z veremos que es
1.1, 3.6, 5.2, 4.5, 31.1, 1, 2, 3, 4

Si los componentes de un vector son ntimeros consecutivos podemos no utilizar la
letra c. Asi, por ejemplo, las tres expresiones siguientes, v1,02 y v3 producen el mismo
resultado: el vector (3,4,5,6,7,8)
vl<- c¢(3,4,5,6,7,8)
v2<— c(3:8)
v3<- 3:8
v4<-  4:9-1

Cuidado con los prioridades de las operaciones al escribir las sentencias.

La funcién seq () de R se puede usar para generar una sucesiéon de ntimeros. Su
sintaxis es la siguiente:

seq(from=x%, to=+*%, by=+x, length.out=NULL, along.with=NULL)

donde

from es el valor inicial de la secuencia, to es el valor final, by es el incremento,
length.out la longitud de la secuencia along.with la longitud deseada que concuer-

da con la de otro objeto
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al=seq(20)
aZ2=seq(-3,to=20)

a3=seq (-3, to=20, by=3)
ad4=seq (-3, length.out=20)
bl=1:4

ab=seqg (-3, by=3, along.with=bl)

La funcién rep () de R se puede usar para generar una sucesién de un niimero repe-
tido. Su sintaxis es la siguiente:

rep(x, r, each=xx)

rl=rep (2, 3)

r2=rep(c(l1:3),2)

r3=rep(c(1:3), each=3)

r4=rep (seq (-3, to=3, by=3), each=2)

Para extraer elementos de un vector se pone entre corchetes la posicién que ocupa el

elemento que queremos extraer Asi, volviendo al vector z con el que habiamos trabajado

antes,

z[5] 31.1

z[c(1,3)] [1.1 , 5.2]

z[c(1:3)] (.1, 3,6 , 5.2]
z[c(2:5)] [3.6, 5.2, 4.5, 31.1]
z[c(2,5)] [3.6 , 31.1]

z[2:5] [3.6, 5.2, 4.5, 31.1]

Esta orden presenta mucha versatilidad, lo veremos en préximas précticas.
Del mismo modo como se extraen elementos, también se pueden reemplazar

Si hacemos y [2] <-49 el nuevo valor del vector y sera (1, 49, 3, 4)

v<-seq(1,10,0.1)

v[-90]

vl<-seqg(2, length(v), 2)
v2<-seq(2,by=2,along.with=v)
wl<-v[-v1l]

wl<—-v[-v2]
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wl #explicar qué ocurre
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Ejercicio 1.3

a) Genera un vector v cuyas primeras entradas sean los ntimeros pares mayores que

dos y menores que 14.
b) Genera el vector w cuyas entradas sean los multiplos de 3 del 1 al 12.
c) Genera el vector vw cuyas entradas son el vector v y el vector w.
d) A partir del vector vw, genera los siguientes vectores
d1) Un vector, a partir de vw, vwl que en la quinta entrada tenga un cero.

d2) Un vector vw2 que no contenga el elemento que en vw ocupa la posicién
octava.

d3) Un vector vw3 cuyas entradas 6, 7 y 8 sean -1.

d4) Un vector vw4 cuyas entradas 1,4 y 7, sean -1

4. Matrices

Una matriz se introduce con el vector donde estdn las entradas de la matriz, segui-
do del ntimero de filas y el nimero de columnas. Por defecto, la matriz se escribe por
columnas

A <- matrix(c(1,2,3,4,5,6), nrow=2, ncol=3)

135
A=
(246)

Si queremos introducir la matrix por filas hay que indicarlo con la orden byrow=
TRUE

Produce la matriz

B <- matrix(c(1,2,3,4,5,6), nrow=2, ncol=3, byrow=TRUE)

1 2 3
B =
4 5 6
Podemos extraer elementos de una matriz como de un vector, utilizando dos indices.

B[2, 2] da como resultado 5.
A[1l, 2] da como resultado 3.

La matriz que produce es

Si queremos extraer una fila entera de una matriz usamos solo el indice de fila:
10
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A[l,] dacomoresultado [1, 3, 5].

Si queremos extraer una columna entera de una matriz usamos solo el indice de co-
lumna:

A[, 2] dacomo resultado [3, 4].

Se pueden “pegar” matrices una encima de la otra

M<-rbind (A, B) (r proviene de fila, row)

O pueden pegarse una a continuacién de la otra

D<-cbind (A, B) (c proviene de columna)

Podemos extraer submatrices de diferentes maneras:
MI<-M[2:3,2:3]
M2<-M[c(1,3),c(2,4)]

Hay formas alternativas, como eliminar filas o columnas con el signo -
M3<-M[-c(1,4),-1]

La matriz M3 es la misma que M1, aunque expresada de formas distintas.

Para redefinir una entrada de una matriz simplemente se asigna el nuevo valor a esa
entrada.
A[l,1]<-100

Podemos comprobar que efectivamente esta bien redefinido mirando el valor de A en

la pestafia Environment o pidiendo su valor por consola, escribiendo simplemente A y

pulsando Enter

También podemos redefinir filas o columnas de golpe. Por ejemplo, la nueva primera

tila de la matriz B es la antigua tercera fila de la matriz A

B[ll]<_A[31]

Para realizar operaciones elementales en una matriz el lenguaje es muy natural:

A[,2]<-3%A[, 2] multiplica por 3 la segunda columna de A (0jo, el valor de A cam-
bia)

A[,2]<-A[,2]-5%A[, 1] la segunda columna de A es la antigua segunda columna
de A menos 5 veces la primera.

A<-A[,c(2,1,3)] permuta las columnas 1y 2 en la matriz A

La matriz identidad de tamarfio n X n se escribe diag (1, n)

Podemos también calcular determinantes, multiplicar matrices, calcular matrices in-
versas y matrices traspuestas.
11
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det (A[1:2,1:2])
A[1:2,1:2] $%% B (esta esla multiplicacién usual de matrices)
solve (A[1:2,1:2]) (calcula la matriz inversa de esa submatriz 2 x 2 de 2)

Al<-t (A) (hace la traspuesta de A y lo guarda en A1)

Es importante que cuando tenemos dos vectores o matrices de la misma longitud, se
pueden hacer operaciones con las componentes de uno de ellos y la correspondiente del

otro y lo almacena en un nuevo vector o matriz.

A <- matrix(l:6, nrow=2, ncol=3)

B <- matrix(1:6, nrow=2, ncol=3, byrow=TRUE)

A/B #divide elementos de A entre elementos de B

A%B #multiplica elementos de A por elementos de B

A%/%B #hace divisidn entera de elementos de A entre elementos de B

A "B #eleva cada elemento de A al correspondiente de B

Ya nos hemos referido a algunas funciones que vienen incorporadas en R. Podemos
aplicar funciones no solo a nimeros sino, de golpe, a todos los elementos de un vector o

una matriz.
Si aplicamos una funcién a un vector, el resultado es el de aplicar la funcién a cada uno
de los elementos del vector. Por ejemplo si ejecutamos las dos 6rdenes siguientes
a<—- 1:5
b<- a”3
el resultado es que el vector b contiene los cubos de los ntiimeros del 1 al 5. En efecto, se

puede comprobar queb = (1, 8, 27, 64, 125)

Lo mismo ocurre al aplicar una funcién a una matriz.
Ejercicio 1.4

a) Define la matriz B, de tamafio 3 x 3 en la que, por filas, estan los niimeros del 1 al
9.

b) Multiplica la matriz B por si misma, utilizando producto de matrices. Guarda

ese resultado en una matriz C.
c) Ejecutaen Rla orden D<- B"2

d) Compara las matrices C y D. Explica qué ocurre.

12
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Ejercicio 1.5

Escribe un programa en R para crear una matriz con 3 filas y 5 columnas en la que

aparezcan correlativamente los nimeros pares mayores que 50.

52 58 64 70 76
54 60 66 72 78
56 62 68 74 80

5. Funciones

5.1. Funciones numéricas. En R serd muy dtil definir funciones mds generales. Ire-

mos completando esto més adelante, cuando nos adentremos en la programacion.

Cuando un proceso va a tener que ser utilizado varias veces, conviene definir una
funcién. Las funciones pueden depender de varios argumentos, los cuales pueden ser

tanto numéricos como vectoriales, matriciales, de texto o 16gicos. Por ejemplo,

p<— function (x) {
3xx72-5xx+10
}

es una funcién que nos permite, entre otras cosas, evaluar el polinomio 3x? — 5x + 10 y
mostrar el valor en pantalla. Para hallar los valores del polinomio en 3, —4 y 2’5 debemos
ejecutar

p(3) p(-4) p(2.5)

Silo que queremos es, por ejemplo, hacer una tabla de valores de ese polinomio y que
nos muestre los valores de p(1), p(2), ..., p(10), una vez definida la funcién p podemos
usar la ordenp (1:10).

Para hallar los valores de p entre 0 y 1, con diferencia de una décima, podriamos usar

una secuencia: seq(0,1,by=0.1) .

Seguidamente ejecuta las siguientes érdenes y observa la tabla de valores que hemos
construido:
coordX<- seqg(0,1,by=0.1)
coord¥<- p(coordX)
tabla<- cbind(coordX, coordY)
13
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Eso nos da una tabla de coordenadas. Si quisiésemos dibujar la gréfica correspondien-
te a esa tabla, simplemente hay que usar
plot (tabla)

¢Qué harias para que la grafica tenga mejor resoluciéon?

En realidad, para que la grafica de una funcién tenga mas resolucién puede afadirse
en la orden plot la instruccién de estilo type="1". También podriamos cambiar el color

anadiendo col="green".

Se pueden encontrar més usos de la funcién plot en https://www.datamentor.

io/r-programming/plot-function/

5.2. Funciones mas generales. Las funciones pueden tomar cualquier tipo de argu-
mento. Hemos visto que cuando las funciones numéricas se aplican a un vector el resulta-
do es la funcién aplicada a cada uno de los elementos del vector, pero también podriamos
definir funciones cuyos argumentos son vectores o matrices.

R trae predifinidas algunas funciones que acttian sobre vectores o matrices, como

sum que calcula la suma de todos los elementos de un vector o matriz

prod que calcula el producto de todos los elementos de un vector o matriz

Por ejemplo,

sum (1:4) da como resultado 10

prod (1:4) da como resultado 4! = 24

Podemos, por ejemplo, aprovechar esto para definir una nueva funcién que nos de la
suma de los cuadrados de los elementos de un vector.
sumacuadrados = function (v) {
sum (v~ 2)

}

Lo bueno que tiene utilizar funciones es que, una vez definidas, podemos utilizarlas
siempre que queramos.

Partiendo de una funcién simple como

producto=function(x,y) {

X*xYy

Podemos multiplicar elemento a elemento las coordenadas de dos vectores de la mis-
ma longitud. Por ejemplo, si
14
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u=1:4
v=c(2,1,3,5)
al ejecutar producto (u, v)

nos va a dar como resultado
2 2 9 20

EJEMPLO 1.1. Supongamos que tenemos arboles distribuidos en 4 clases de edad: la
clase 1 comprende 4rboles de 0 a 5 afios, la clase 2 de 5 a 10, la clase 3 de 10 a 15 y la clase
4 los arboles con més de 15 afios.

Imaginemos que tenemos 14 arboles de clase 1, 23 de clase 2, 18 de clase 3 y 31 de clase

Podemos representar nuestro “bosque” como
bosque=c(14,23,18,31)

Ademads, sabemos que cada arbol de la clase 1 se valora en 30€, cada unoi de la clase 2
en 80€, los de la clase 3 en 150€ y los de la clase 4 en 250€.

Podemos almacenar estos precios en otro vector

precio=c(30,80,150,250)

Utilizando la funcién producto que hemos definido antes, tenemos que el valor de
nuestro bosque es

sum (producto (bosque, precio))

Esta misma idea podemos aprovecharla para hacer operaciones sobre matrices. Por
ejemplo, las operaciones elementales que se utilizan en algebra lineal se pueden agilizar
enormemente si usamos funciones. Ejemplo:

Pretendemos que mediante la orden mult (A&, i, r) se multiplique la fila i de la ma-

triz A por el nimero r,

mult<- function(A,i,r) {
A[ir]<_ r*A[j—I]

return (A)

Observa que hemos puesto al final de la funcién return (&). Eso es para que nos
devuelva el valor de la funcién. Si solo hubiésemos puesto A lo veriamos por pantalla,
15
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pero no quedaria asociado a la funcién. Este es un primer contacto con esa idea, que al

programar en muchas ocasiones es necesaria. Lo veremos mas adelante.

Ejercicio 1.6

a) Escribe la matriz A y analiza su estructura.

1 2 3 2 4 6
4 5 6 8 10 12
3 9 151 2 3
6 12 18 5 7 9

b) Escribe una funcién tal que, al introducir un vector s con 6 entradas, escriba la

siguiente matriz por bloques:

A1 | Ay
Az | Ay

donde
= A; es la matriz 2 x 3 cuyas entradas son las de v escritas por filas

= A es el doble de A
= A3 se hace a partir de 30, escribiendo el vector por columnas

= A4 tiene la primera fila igual que A; pero su segunda fila es la suma de las dos
filas de A;.

16
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Ejercicio 1.7

a) Disefia la funcién sumar (2, i, j, r) de modo que sume a la fila i de la matriz A

la fila j multiplicada por r.

b) Construye la funcién cambiar (A, i, j) que permute las filas i y j de la ma-
triz A. Cuidado: en este apartado va a ser necesario que al definir la funciéon “guardemos”

una de las filas en otra variable.

c) Finalmente, comprueba que, efectivamente, esas funciones hacen lo que se les

pedia.

d) Resuelve el sistema de ecuaciones

x +y =1
x -y +z =-1
x -z =1

OBSERVACION 1.1. La funcién det que calcula el determinante de una matriz es una
funcién, predefinida en R, que tiene como argumento una matriz. Da como resultado un

numero (o error, si la matriz no es cuadrada).

La funcién inv calcula la inversa de una matriz es una funcién, predefinida en R, que
tiene como argumento una matriz. Da como resultado otra matriz del mismo tamafio (o

error, si el argumento es una matriz no invertible).

17






Capitulo 2

Bucles

1. Procesos iterativos: bucles

Los bucles van a aparecer cada vez que hagamos un programa. El objeto de un bucle
es realizar, repetidas veces, una serie de operaciones o instrucciones concretas. R nos da
la posibilidad de utilizar instrucciones simplificadas para lo que en otros lenguajes de
programacion se requiere un bucle. Comenzamos con ejemplos parecidos a otros que ya

hemos realizado, pero en esta vez pensados como un bucle.

Entrada

Proceso

l

¢Hemos
terminado?

S Salida

No

EJEMPLO 2.1. Calcula los cubos de los 5 primeros niimeros naturales.

for (i in 1:5) { #el bucle se repetird 5 veces
print ( 173)
}

EJEMPLO 2.2. Calcula la suma de los 100 primeros ntimeros naturales
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sumaparcial=0
for (i in 1:100) { #el bucle se repetirda 100 veces
sumaparcial=sumaparcial+i

}

print (sumaparcial)

Observa que sale por la consola el valor tltimo de la suma. Si dentro del bucle hubiése-
mos escrito print (sumaparcial) habrian salido por pantalla todas las sumas parciales

que se van realizando.
Ejercicio 2.1

En este ejercicio vas a programar una funcién que hace lo mismo que las érdenes
sum y prod ya conocidas, por tanto no puedes usar esas instrucciones para realizar

el ejercicio.

a) Define una funcién que aplicada a un vector 4 nos proporcione la suma de

todas sus componentes.

b) Define una funcién que aplicada a un vector g nos proporcione el producto de
todas sus componentes.

Ejercicio 2.2

Dado un ntimero n define un bucle que calcule su factorial, n!

Ejercicio 2.3

Define una funcién que te permita calcular la potencia n de una matriz A.

EJEMPLO 2.3. Escribe los 50 primeros términos de la sucesién {1/n}.

for (i in 1:50) {
print (1/1)
}
20
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Para trabajar con sucesiones definidas por recurrencia (se define un término en fun-

cién de los anteriores) es muy comodo utilizar bucles.

EJEMPLO 2.4. La sucesion definida recurrentemente como

Xnal = 5(—
n+1 7 x,
es muy util porque converge a VN. Calcula sus 10 primeros términos.

1(N +xn)

N=8 #numero del que vamos a calcular la raiz cuadrada
X=6 #numero por el gque empezamos a calcular

for (1 in 1:10){

x=0.5% (N/x+x)

print (x) #ojo: aqui en cada paso cambia el valor de x

}

EJEMPLO 2.5. Sucesién de Fibonacci. La sucesion de Fibonacci (que seguro que la
habéis encontrado ya) es
1,1,2,3,5,8,13,21,34, . ..

Cada término es la suma de los dos anteriores. Esta serie aparece en la naturaleza en
diferentes configuraciones bioldgicas, como por ejemplo en la disposicién de las ramas
en los arboles, las hojas en los tallos y las hojas de ciertas flores.

Vamos a calcular 15 términos de esta sucesion.

x1=1
x2=1
for (i in 1:15){
x1_nuevo=x2 #tenemos que hacer esto para no machacar x1
xX2_nuevo=x1+x2
x1l=x1_nuevo
X2=xX2_nuevo

print (x2)

Aunque habiamos introducido ya las funciones, por ejemplo, para dibujar graficas,

podemos usarlas para pasar argumentos en un procedimiento.
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EJEMPLO 2.6. Calcula el término n de la sucesion de Fibonacci.

fibonacci=function (n) {
x1=1
x2=1
for (i in 1:n-1){
x1_nuevo=x2 #tenemos que hacer esto para no machacar x1
x2_nuevo=x1+x2
x1=x1_nuevo
X2=X2_nNnuevo
}

return (x1)

Podemos también incluir bucles relacionados con matrices. Vamos a poner como ejem-
plo un bucle que pivota una matriz bajo el elemento (1,1). Pivotar implica convertir esa
entrada en 1y las que estan por debajo en 0, haciendo operaciones elementales en ma-
trices. Pivotar sirve, por ejemplo, para resolver sistemas de ecuaciones por el método de
Gauss. De momento no tenemos mecanismos para decidir si el sistema se puede resolver

o no. Eso lo veremos en la siguiente leccion.

215
EJEMPLO 2.7. Dada la matriz A = |4 5 3| pivétala bajo el elemento (1,1). (En este

1 6 4
caso puede hacerse porque ese elemento no es nulo)

A=matrix(c(2,4,1,1,5,6,5,3,4), nrow=3)

A[l,1=A[1,]1/A[1,1]

A[2,]1=A[2,]-A[2,1]*A[1,]

Al3,]1=A[3,]1-A[3,1]1*A[1,]
print (A)

Eso mismo hecho con un bucle seria
A=matrix(c(2,4,1,1,5,6,5,3,4), nrow=3)
All,]1=A[1,]/A[1,1]
for (i in 2:3){
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A[l/ ]zA[lr ]_A[lr l] *A[lr ]
}
print (A)
Y esto mismo me sirve para cualquier tamafio de matriz

A=matrix ( sample.int (20, 60, replace=TRUE),nrow=10)
#En la linea anterior generamos una matriz aleatoria.

#Explicaremos mas adelante cdédmo se hace

All,1=A[1,]1/A[1,1]
for (1 in 2:nrow(A)){ #nrow nos indica el numero de filas
Ali,]=A[i,]1-A[i,1]*A[1,]
}
print (A)

Ejercicio 2.4

1 -2 4 -1
) i -1 1 2
Consideremos la matriz A =
1 1 2
3 -2 4 3

a) Haz un bucle que pivote la matriz A en el elemento (1,1). Llama a esa nueva
matriz Al.

b) Haz un bucle que pivote Al en (2,2). Llama a la matriz resultante A2.
¢) Pivota la matriz A2 en (3,3). Llama a la matriz resultante A3

d) Escribe un bucle que haciendo operaciones elementales en la matriz A3, queden
ceros encima del elemento (4,4).

OBSERVACION 2.1. El proceso anterior se puede automatizar de manera muy simple
para matrices cuadradas que no planteen problemas. Implica usar un bucle dentro de otro
y se profundizara en ello mds adelante.

for(j in l:ncol(A)) {
AlJ,1=A[3,1/A[3,7]
for (i in (J+1) :nrow(A)) {
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Ali,1=A[1,]-A[1,J]1*A[],]
}
print (A)
}
Ese procedimiento plantea problemas cuando el elemento A(j, j) = 0y, para hacer
correctamente el programa, habria que incluir una orden que detecte si ese elemento es 0

y, en ese caso cambiar de orden las filas.

Ejercicio 2.5

Una persona ingresa en un plan de pensiones 1000 euros el 1 de enero de cada afio.
A este dinero se afiade un interés anual del 2 % sobre la cantidad que en ese mo-
mento tiene ahorrada. El abono de intereses se hace el 31 de diciembre. ;Qué cantidad

tendrd en el plan de pensiones al final del 30° afio?

2. Bucles con while

Una instruccién que nos permite hacer bucles de otra forma es while, que permite
que se ejecute un bucle hasta que se dé una determinada condicién. En vez de ejecutar el
bucle una serie de veces, este sigue ejecutdndose hasta que se cumpla una determinada
condicién.

Por ejemplo, si queremos conocer todos los nimeros naturales cuyos cubos son me-
nores que 10000 podemos hacerlo de este modo
n=1
while (n"3<10000) {

print (n)

n=n+1

Es bien conocido que si |x| < 1 entonces lim,_,. x" = 0. Podemos corroborarlo con este

otro ejemplo con while:

x= 0.7
h= 10" (-5)
p=1
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while (abs (p)>h) {
p<— pP*x

Mejoremos lo anterior escribiéndolo como funcién de modo que, ademas, nos informe
de cuantas veces ha multiplicado el ntimero x por si mismo:
poten= function(x,h) {
n<- 1
p=1
while (abs (p)>h) {
<= pP*X
n<-n+1
}
c(p,n)

Ejercicio 2.6

. . . 1
Suma los primeros 1000 términos de la sucesién a, = —. Encuentra el ntimero de

n
términos de la sucesién que hay que sumar para que dicha suma sea al menos 5.

Ejercicio 2.7

Usa la sentencia while para averiguar a partir de qué posicién los términos de la

sucesion de Fibonacci son mayores que 1000.

Ejercicio 2.8

Escribe un programa que simule el lanzamiento de un dado y cuente cudntas veces

hay que lanzarlo hasta que salga un 6.
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Capitulo 3

Condicionales

1. Decisiones légicas: condicionales

Es interesante combinar un bucle con una decision [6gica. Se utiliza cuando se quiere
comprobar si se verifica una determinada condicién, bien para que el programa se deten-

ga o bien para que contintie por un camino diferente.

En este ejemplo calcularemos las raices de un polinomio ax? + bx + c. Cuando el discri-

minante es negativo sabemos que no hay solucién:

raices<-function(a, b, c) {
d<-b"2-4xaxc
if (d<0) {print ("la ecuacidén no tiene solucidén real")}
else {print ((-b+sgrt (b"2-4*ax*c))/(2*a));
print ( (-b—-sqgrt (b"2-4*axc))/ (2+a))}

Podriamos haber mejorado el programa para que detectara si, por ejemplo, es a = 0
y en realidad no se trata de un polinomio de segundo grado. Esto también se hace con

instrucciones if o else if.

raices2<-function(a,b, c) {
if (a==0) print{"no es un polinomio de grado 2"}
else {
d<-b"2-4dxa=*c;
if (d<0) {print("la ecuacidén no tiene solucidn real")};
else {print ((-b+sgrt(b"2-4*ax*c))/(2xa));
print ( (-b-sgrt (b"2-4*xaxc))/ (2«*a))
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Introducir a,b,c

No es
Palinomio de

d=b"2-4ac

l

!)Io tiene \
Raices reales/'

.

NO

_ =h+ v —dae

zl o

b=V - due

T2
& 2a

l

uestra los valores

de x1yx2 /'

|

En las cldusulas condicionales utilizaremos operadores 16gicos. Esta es su sintaxis:

| @

& Y

! NO
== | identidad

< | menor que

> | mayor que

Es frecuente que en un condicional aparezcan més de dos opciones. Analiza este ejem-
plo:
ejeml<-function(z) {
if ( z<0 & z!=-2 ) { print(z"2 + 3) }
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else if ( z<=3 | z==10) { print(-4xz) ; print(c(z,2%z,4,z"3)) }
else if ( z72<50 ) { print(matrix(c(z,0,0,-z),2)) }
else { sqgrt(z) }

Conviene resaltar que solo se ejecutard una accién: la que acompafia a la primera con-
dicién que se satisfaga. Apreciemos la importancia del orden en el que escribimos las
condiciones:

ejem2<-function (z) {
if ( z<0 & z!=-2 ) { print(z"2 + 3) 1}
else if ( z72<50 ) { print (matrix(c(z,0,0,-z),2)) 1}
else if ( z<=3 | z==10 ) { print(-4xz) ; print(c(z,2*z,4,z"3)) 1}
else { sqgrt(z) }

Ejercicio 3.1

La orden sample (1:6, 1) nos proporciona una simulacién del lanzamiento de un
dado. Haz un programa que efecttie 20 lanzamientos del dado, imprima el ntimero

que ha salido y diga si ese nimero es par o es impar.

Ejercicio 3.2

Se pueden generar n ntimeros aleatorios entre a y b con la orden runif (n,a,b).
En este ejercicio se pide que generes 1000 puntos aleatorios en el cuadrado [-1,1] x
[-1,1]. Debes pintar el punto de rojo si esté dentro de la circunferencia x> +y?> = 1y
de azul si esta fuera. Indicacion: primero hazlo con un punto y un condicional, después usa
un bucle para que te repita eso 1000 veces
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Ejercicio 3.3

Si ejecutamos los siguientes programas en R, ;qué ntimero se escribird en la consola?

a) b) <)
condicion = 1 condicion = 12 condicion =1
i <=3 i <=3 i<=-1
while (condicion<10) { while (condicion<10) { while (condicion<10) {
if (i > 2) { if (1 > 2) { if (1 > 2) |
condicion = 1 condicion = 1i condicion = i
i <-1i+1 i <=1+ 1 i <=1 +1
} } }
} # end while } # end while } # end while
i i i

Ejercicio 3.4

Definimos una funcién en R como

fun <- function(a, Db) {
res <- a
if (b < a) {
res <- Db
}

return(res)

¢Qué aparece en pantalla tras ejecutar fun (4, 15)?
Ejercicio 3.5

Imagina que ejecutas en R el siguiente cédigo:
v=c (2:5)

A=matrix (v, 2)

B=A%x%A

print (B[,2])

¢Cudl es el resultado?
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Ejercicio 3.6

¢Qué hace esta funcién? ;Qué aparece en pantalla cuando ejecutamos fun2 (9, 8, 7)
?
fun2=function(a, b, c) {
if (a > b) {
if (b > ¢c) |
print (c)
}
else {
print (b)
}
}
else if (a > c) {
print (c)
}
else(
print (a)
}
}

Ejercicio 3.7

El siguiente sistema modeliza unas ecuaciones predador-presa discretas:

(a+ 1)x, — bxpy,

Xn+1
Yni1 = (1= c)yn +dxuyn
donde a,b,c,d > 0y x, e y, representan las densidades de poblacién de la presa y el
predador, respectivamente, en el intervalo de tiempo n.
En el caso en que las cuentas del modelo den una poblacién negativa debe susti-
tuirse por 0.
Haz un programa que analice la evolucién del sistema para a=1.3, b=0.002, c=1.1,
d=0.005. Partiendo de una poblacién inicial x = 100, y = 30.
Estudia qué ocurre con la poblaciéon para otros valores de los pardmetros y para

una situacion inicial diferente.
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EJEMPLO 3.1. En el capitulo anterior hemos estudiado un bucle que pivotaba debajo
de un elemento. Pero si ese elemento era 0 daba error. Podemos mejorar ese procedimien-
to haciendo que busque una fila en la que el elemento correspondiente es distinto de 0 y
poniéndola en su lugar:

pivotal=function (A, 10, j0O) {

A[iQ0,]=A[10,1/A[10,30]

if (10<nrow (A)) {
i1=i0+1

for (1 in c(il:nrow(A))) {
A[i,]1=A[i,]1-A[i,J0]*A[10,]
print (A)

}

}

return (A)

Ahi puede darnos errores si hay algtn valor 0 y pedimos dividir por ese valor. Con

instrucciones if y while podemos evitar este error.

cambia=function (A, i, J) {
guardado=A[1i, ]
Ali,1=A[],]
A[Jj, ]=guardado
return (A)

}
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pivotaZ2=function (A, 10, j0O) {
i=i0
while (A1, J0]==0) {

if (i<nrow (A)) {
i=i+1

}

else {
return (A)
#print (A)

break

}
A=cambia (A,1i0, 1)
A=pivotal (A, i0, jO)

return (A)

Con eso, podemos facilmente hacer una funcién que nos proporcione la forma escalo-

nada de una matriz:

pivota3=function (A) {
for(i in (l:nrow(A))) {
A= pivota2(A,i, 1)
}

return (A)

Ejercicio 3.8

Explica con tus palabras en lo que cambia la funcién pivota2 conrespectoapivotal.
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Ejercicio 3.9

Haz una funcién (dependiente de una matriz A) que vea si la matriz es cuadrada o
no. En caso de ser cuadrada, que mire si es invertible y, en caso de que lo sea, que

proporcione A71.

2. Bucles anidados

También seréd ttil combinar varios procesos iterativos. Hay muchos problemas que se
tienen que resolver “por fuerza bruta”, esto es, haciendo que el ordenador trabaje diferen-
tes posibilidades y busque una solucién. En cuanto estudiemos ecuaciones diferenciales

veremos que muy habitualmente esto es asi.
EJEMPLO 3.2. Escribe dos bucles que reproduzcan esta matriz

1 05 03333333 025 0,2]
2 1 06666667 05 04
3 15 1 0,75 0,6
4 2 1333333 1 08
5 25 1666667 125 1 |

Observa que a;; = i/;.

Ejercicio 3.10

Laorden sample (1:100,25 ) nos proporciona 25 niimeros enteros aleatorios, com-
prendidos entre 1 y 100.

a) Escribe una matriz A de tamafio 5 x 5 cuyas entradas son ntimeros aleatorios
entre 1y 100.

b) Escribe una matriz B de tamafio 5 x 5 en la que el elemento b;; = 0 cuando a;;
es par y b;; = 1 cuando g;; es impar. Hazlo con dos bucles anidados (aunque habria
otras formas sencillas de hacerlo).

c) Escribe una matriz C de tamafio 5 x 5 que coincida con A pero en la que los

numeros menores que 10 se han sustituido por 0.
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Pensemos en el siguiente problema: “Calcula todos los nimeros de tres cifras que
coincidan con la suma de los cubos de las cifras que los componen”. Nos aproximaremos
a él de dos formas diferentes.

for (i in 0:9){ #fgenera la cifra de las unidades
for (j in 0:9) { #genera las decenas
for (k in 1:9){ #genera las centenas
if (100%k+10%3j+i==k"3+3"°34+41"3) print (k"3+3°3+1i73)
}

Otra posibilidad para calcular esos ntimeros pasaria por generar con un bucle todos
los niimeros de tres cifras y verificar si cumplen la condicién impuesta. Para extraer las

cifras de centenas y decenas hay que usar la divisién entera %/ %.

for (i in 100:999) {
centenas<- i %/% 100
decenas<- (i-centenas*100) %/% 10
unidades <- (i-centenas*100-decenas * 10)
if (i==centenas "3 + decenas "3 + unidades "3) {
print (i)
}
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Capitulo 4

Automatizando procesos: programacién

1. Aproximacion de los ceros de una funcién

Es bien conocido el

TEOREMA DE BOLZANO:
Sif : [a, b] — Res una funcion continua tal que f(a)-f(b) <0,

entonces existe xo € (a, b) tal que f(xp) = 0.

Con la ayuda de un ordenador, y este teorema, podemos obte-
ner valores aproximados, con la cota de error que queramos,

de las raices de una funcién continua.
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Ejercicio 4.1

a) Construye una rutina que nos proporcione una raiz de una funcién f, con un error

menor que una cota dada ¢ > 0, dentro de un intervalo [a, b] cuando f(a) - f(b) < 0.

“Resolucién” | Posibles pasos/consideraciones:

- hay, al menos, una raiz de f en el intervalo [a, b]

- si f(a) =00 f(b) = 0 hemos acabado. En otro caso, seguimos

- la longitud de [a,b] esb —a

- tomemos el punto medio de [a, b], “T”’

- calculemos f (“zﬂ)

-sif (#) = 0 ya tenemos una raiz, y hemos acabado

-sif (%”) # 0 su signo serd contrario bien al de f(a) bien al de f(b)

- en cualquier caso, disponemos de un intervalo, [a, %b] o [“T”’, b], de longitud %, en
el que f cambia de signo y, por el teorema de Bolzano, posee al menos una raiz

- repetimos lo hecho sobre el intervalo [g, b], ahora, con su escogido subintervalo

- en general, tras repetir esta accién n veces tendremos un intervalo de longitud &;¢ en

el que residird una raiz de f
- como lim, % = 0, a partir de un n adecuado tendremos localizada una raiz de f

con un error inferior a la cota impuesta ¢ > 0

Comienza a escribir la rutina. Observa que dependera de cuatro pardmetros (f, a, b, €).

b) Comprueba que tu rutina funciona correctamente con la funcién f : R — R,

f(x) = x* — x2 - 2, sobre el intervalo [0, 2], donde tiene una raiz que es V2.

Ejercicio 4.2

a) Elabora una rutina tal que dada una funcién f y un intervalo [M, N] (donde M, N €
Z) muestre un intervalo [a, b] (a, b € Z), contenido en [M, N] y de longitud 1, en el que
la funcién f cambie de signo, esto es, f(a) - f(b) < 0, siempre y cuando haya algtin

intervalo con esas caracteristicas.

b) Comprueba que tu rutina funciona correctamente con la funcién g : R — R,

g(x) = cos x, sobre el intervalo [—4, 3].
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2. Listas en 8

Hasta ahora, en ©, para ordenar, coleccionar o agrupar objetos hemos usado vectores o
matrices. En ambos casos sus elementos deben ser de la misma clase (niimeros, caracteres,
...). Por ello no es posible, por ejemplo, que un elemento de una matriz sea un par de
ntmeros (e.d. un elemento de R?). Podemos evitar esta rigidez si empleamos listas. En
este momento no vamos a ahondar en esta herramienta, nos limitaremos a presentarla

con unos ejemplos:

A<- matrix(6:9,2) ; A

v<- ¢ (-2,0,5); v

w<— c(4,-11); w

L<- list(v,A,w,c(v,w),17) ; L # la lista L consta de 5 objetos
# primer objeto de L

segundo objeto de L

cuarto objeto de L

gquinto objeto de L

[1,2]
[2]

del segundo objeto de L, su componente [1,2]

HH= = = %

del tercer objeto de L, su componente [2]

Aligual que ocurre con vectores y matrices, podemos definir una lista vacia y la vamos

rellenando segtin nos convenga:

L2<— 1list () # creacidén de la lista wvacia L2

L2

L2[[1]]<- matrix(1:8,2,byrow=T) # imposicidn del primer objeto de L2
L2

L2[[1]]

L2[[3]1]1<- "nombre" # imposicidn del tercer objeto de L2

L2 # vemos gque L2 carece de segundo elemento
L2[[2]]<- c(-3,5) # imposicidén del segundo objeto de L2

L2 # objetos de la lista L2
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Ejercicio 4.3

a) Prepara una rutina tal que dada una funcién f y un intervalo [M, N] (con M, N € Z)
ofrezca una lista en la que estén todos los intervalos [a, b] contenidos en [M, N], de

longitud 1 y extremos enteros, en los que f cambia de signo.

b) Comprueba que tu rutina funciona con la funcién h : R — R, h(x) = x - senx,

sobre el intervalo [1, 15].

Ejercicio 4.4

a) Desarrolla una rutina tal que dada una funcién f y un intervalo [M, N] (con M, N €
Z) proporcione una lista en la que estén todos los intervalos de longitud 1/2, y con

algtin extremo entero, contenidos en [M, N] en los que f cambia de signo.

b) Comprueba que tu rutina funciona con la funciénr : R — R, r(x) = ﬁ +Cos x,

sobre el intervalo [0, 10].

Ejercicio 4.5

a) Construye una rutina tal que dada una funcién f, un intervalo [M, N] (con M, N €
Z) y un nimero n € N ofrezca una lista en la que estén “todos” los intervalos [a, b]

contenidos en [M, N], de longitud 1/n, en los que f cambia de signo.

b) Emplea esta tltima rutina que has creado para mejorar las aproximaciones de
las raices que hemos detectado en los ejemplos precedentes. Podemos dibujar, con
8, las graficas de esas funciones, sobre los intervalos adecuados, para corroborar

que no nos dejamos ninguna raiz.

3. Ejemplos basicos que se deben saber programar

1. Definir una funcién ORDEN tal que, dado un vector ordene sus componentes de
menor a mayor utilizando un bucle. No es vélido usar la orden SORT.
2. Dada una matriz A, con A[1,1] # 0, elabora una funcién de forma que pivote en
torno al elemento (1,1).
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3. Dada una matriz A tal que A[j, j] # 0, proporciona una funcién que pivote en torno
a Alij]

4. Dados una matriz A y un nimero n, indica cuantas de sus entradas son iguales a
n.

5. Dada una matriz A y un ntimero n, indica las posiciones de las entradas que son
iguales a n. Si no hay ninguna, que lo diga.

6. Dados dos vectores, haz un programa que determine en qué posiciones hay valo-
res coincidentes.

7. Dados dos vectores, haz un programa que diga si el primer elemento del primero
aparece en alguna posicién del segundo.

8. Dados dos vectores y un elemento del primero, haz un programa que diga siese
elemento aparece en alguna posicién del segundo. Que indique si aparece en su
misma posicion o no.

9. Dados dos vectores escribe un programa que digan qué elementos del primero
aparecen en el segundo. Y en qué posiciones.

10. Dada una matriz A, escribe un programa que forme la matriz adjunta de A.

11. Calcula el término 523 de la sucesion definida por recurrencia x,.+1 = 11 + 2x,, con
x1 =1.

12. Calcula la composicién de una poblacién acorde al modelo e Leslie después de 111
periodos.

13. Programar el método de Ruffini de divisién de polinomios

14. Programa el método de biparticiéon (de nuevo)

15. Dado un polinomio de grado n (por medio de sus coeficientes, como vector) haz
un programa que proporcione su derivada.

16. Dado un polinomio de grado n (por medio de sus coeficientes, como vector) haz
un programa que proporcione su derivada segunda.

17. Dado un polinomio de grado n (por medio de sus coeficientes, como vector) haz
un programa que nos de una primitiva de ese polinomio.

18. Dada una combinacién jugada de 6 nimeros entre 1 y 49 y la combinacién ga-
nadora (6 nimeros entre 1 y 49 mas uno complementario), haz un programa que
diga si te ha correspondido algtin premio en la loterfa primitiva.

19. Haz un programa que calcule el rango de una matriz. Ademas el programa debe
ofrecer tantas filas independientes como indica ese rango.

20. Dada una matriz cuadrada M, haz un programa que proporcione una matriz simétri-

ca Sy una matriz antisimétrica A tales que M=S+A
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21.
22.
23.

24.

Determina qué nameros entre 1 y 10000 son suma de cubos

Genera todos los nimeros capictias menores que 1000.

Dada una cantidad menor de 5 euros, que nos diga cudntas monedas de 2€, 1€,
50c, 20c, 10c, 5¢, 2c y 1c tenemos que usar para obtener esa cantidad usando la
menor cantidad posible de monedas.

Haz un programa que genere las 24 permutaciones posibles de los ntimeros 1,2,3,4
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4. Ejemplos extraidos de eximenes

Ejercicio 4.6

El tamafio de una poblacién evoluciona con el tiempo del siguiente modo: el ntimero
de individuos de una poblacién en la etapa siguiente es el ntimero de individuos de

la etapa actual més el doble de los que habia en la etapa anterior.

X4l = Xn +3Xp-1
Supongamos que inicialmente la poblacién es de 120 individuos.

(La sucesién asociada al tamarfio de la poblacién, en estas condiciones, seria
120, 120, 480, 840, 2280, 4800, ... )

Define una funcién (dependiente de n) que indique el nimero de individuos

que habra en la etapa n.

Indica cudntas etapas han de transcurrir para que la poblacién supere el millén
de individuos.

Ejercicio 4.7

a) Describe qué hace este procedimiento.
Fl=function (A, n) {
for (i in l:nrow(A)) {
for (j in l:ncol(A)) {
if (Ali,Jl==n){
print (c (i, J))

b) Indica qué daria como resultado ejecutar F 1( (411

oWN
|
[SIINGS
N —
W
N —
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Ejercicio 4.8

Escribe un procedimiento o funcién que proporcione la suma

1_14_1_14_ +L
2 3 4 999

Ejercicio 4.9

Escribe una funcién pares que, al actuar sobre un vector de tamafio arbitrario, for-

mado por nimeros enteros, nos diga cudntas entradas pares tiene.

Por ejemplo,

pares(1,1,2,3,4,1,1,8) =3
pares(0,0,0,0) =4
pares(1,1,2,1,1,18,15) =2

Comprueba que tu programa funciona. Para ello utiliza la orden v=sample (1:100,
size=10) para generar diferentes vectores v de tamafio 10, cuenta manualmente
la cantidad de nameros pares que hay en v y comprueba que la funcién que has

definido es correcta.

Ejercicio 4.10

¢Qué resultado proporciona la ejecucién de este c6digo?
m<-matrix(l:6,3,2)

m
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Ejercicio 4.11

a) Describe qué hace este procedimiento.
Fl=function (v)
{ sump=0
for (1 in 1l:length(v)) {
1f ((1%%2)==0 ) {
sump=sump+v [1i]
}
}
sump

}

b) Indica cuél seria el resultado de aplicar la funcién F1 descrita en el apartado
anterior a los vectores siguientes:

vl=1:5

v2=2+v1+1

Ejercicio 4.12

(Qué aparecera en pantalla al ejecutar este c6digo?
i<=-1
n <- 5
while (1 <= n) {
print (i)

i=1+1
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Ejercicio 4.13

Escribe un programa en R para crear una matriz con 30 filas y 50 columnas en la que

aparezcan correlativamente los nimeros pares mayores que 50.

52 112
54 114

Ejercicio 4.14

a) Escribe un programa que decida si, dados dos vectores de longitud 10, v y w, el

primer elemento de v aparece en alguna posicion de w.

b) Escribe un programa que decida si, dados dos vectores de longitud 10, v y w,

algtin elemento de v aparece en alguna posicién de w.

c) Escribe un programa que, dados dos vectores de longitud 10 v y w, proporcione
una matriz A = (a;;) de modo que
0 siv;#w

aij— )
1 sio;=w;

d) Comprueba en diferentes situaciones que el programa que ofreces funciona.
Por ejemplo, siv = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) y w = (2,0,1,3,4,9,0,1, 2,2) la matriz resul-

tante deberia ser

S O © O O O O o o O
O O O O O O o o o =
o O © O O O O~ O O
O O O O O O = O O O
SO kR O O O O o o o o
O O © O O O o o o ©o
O O O O O O o o o =
O O © O O O O O =~ O
O O O O O O o o =~ O

=== E=E===-=)
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Capitulo 5

Modelos discretos

”Las matemadticas son el lenguaje con el que Dios ha escrito el universo.” Galileo Ga-
lilei

La modelizacién matemaética es una técnica cuyo objetivo es obtener ecuaciones (mo-
delos) que describan el comportamiento y propiedades de un fenémeno real. Ningtin

modelo es una representacién perfecta de la realidad.

1. Cadenas de Markov

Ejercicio 5.1

En cierto lugar se ha producido un incendio en un encinar. Después de la extincién
del incendio, se ha clasificado el terreno en zonas de arbusto, quemadas y de rege-
neracioén del encinar. Tras un estudio se ha concluido que, después de un afio, el 5%
de las zonas de las encinas regenerados vuelven a quemarse, el 30 % de las zonas
de los arbustos se convierte en zonas de encinas regeneradas y el 40 % de las zonas
quemadas se transforma en zonas de arbustos. Si la situacién posteriormente a un
incendio es 60 zonas quemadas, 20 de arbusto y 10 de arboles, cual sera la situacion

que se puede esperar del encinar cuando transcurran 20 afios?

Las cadenas de Markov finitas es un modelo matematico que se utiliza para modelizar
diferentes fendmenos en numerosas campos como por ejemplo el de la ingenieria, la in-
formatica, la epidemiologia, etc. Permiten describir la evolucion a la larga de un modelo

utilizando para ello la probabilidad.

Supuestos para el modelo:

» La poblacién estd dividida en n estados o sucesos {E1,Ep, - - - ,E,}. Enel ejercicio
hay tres estados o sucesos: {E; = “ zona quemada”, E; = “ zona de arbustos 7, E3 =
“ zona regenerada”}

» La probabilidad de que ocurra un suceso depende tinicamente del suceso inmedia-
tamente anterior y la denotaremos p;; = p(E,E;), probabilidad de pasar del estado
E; al estado E;.
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P;; Eq E> E;

E1 | p11=0.6 | p12 =0 | p13 =0.05
E, 0.4 0.7 0

E; 0 0.3 0.95

» Denotamos por x(k)(t) a la poblaciéon que hay en el estado o suceso E; en el mo-

mento ¢ y por X(t) al vector cuyas componentes son la distribucién de cada estado
o suceso en el instante .

x1(k)
x2(k)
x3(k)

Xn-1 (k)
xn (k)

Se supone conocido el vector x(0), es decir, al vector cuyas componentes son la
distribucion de cada estado o suceso al comienzo del estudio (instante ¢ = 0).

x1(0)
0
220; O
x(0) = ) en nuestro ejercicio5.I] x(0) = [x2(0) [=]20
. '(0) x3(0) 10
n—1
xn(o)
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En nuestro ejercicio podemos calcular la distribucién de las zonas pasado un afio (t =
1, %(1) ) La cantidad de zonas quemadas después de un afio sera:

60
x1(1) = 0,6 x1(0) + 0 x2(0) + 0,05 x3(0) = (0,6 0 0,05) 20 =365
10
La cantidad de zonas de arbustos y drboles regenerados
60
x2(1) = 0,4 x1(0) +0,7 x2(0) + 0 x3(0) = (0,4 07 o) 20| =38
10
60
x3(1) = 0 x1(0) + 0,3 x2(0) + 0,95 x3(0) = (0 03 1) 20(=155
10
Es decir,
x1(1) 06 0 0,05)[x1(0) 36,5
(1) =|x(1)|=[04 07 0 |[x2(0)[=Mx(0)=]| 38
x3(1) 0 03 095/\x3(0) 15,5

M

Ejercicio 5.2

¢Cual es la situacién del encinar pasados dos afios, tres o 10?

En general si suponemos que la poblacién al cabo de k periodos viene dada por el
vector X(k), en el periodo siguiente, la distribucién de la poblacién por estados o sucesos

sera

x1(k+1) = puxi(k)+proxa(k) + p1axz(k) + - - - + p1axa(k)
x(k+1) = proxi(k) + paxa(k) + pa3xs(k) + -+ - + ponxn(k)
xn(k + 1) = pnlxl(k) +pn2x2(k) +pn3x3(k) +-- +pnnxn(k)

Matricialmente podemos escribir estas ecuaciones como
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x1(k+1) P11 p12 p13 - pin\[x1(k)
k+1 oo pon || 2

ke 1) = 1 ( | ) _ P.21 P.zz P.23 | P? X2F ) Mz
xn(k + 1) nl Pn2 Pn3 *°  Pnn xn(k)

De manera general, a la matriz con la estructura de la matriz M se le conoce con el
nombre de matriz de Markov.

Tenemos que

¥k+1)=Mx(k) =M?>%(k-1) = --- = M1%(0).

EJEMPLO 5.1. Una empresa de autocares dispone de tres conductores (A, B, C) para
hacer la ruta de Madrid a Sevilla. Se sabe que si A hace la ruta, la siguiente ruta la hace
el conductor B y si la ruta la hace B, la siguiente ruta la hara C, pero si C hace la ruta la
siguiente ruta la puede hacer A o B.

Este ejemplo se describe matricialmente de la siguiente manera

xi(k +1) 00 12\ [x(k)
Rhk+D) =|ok+D]|= |1 0 172 |x@k)|=M-zk)
x3(k +1) 01 0/ \xk)

~—_——

matriz de Markov, M

Sila primera la ruta Madrid-Sevilla la hace el conductor A, ;cudl es la probabilidad de
que A haga la cuarta ruta x(3))?

0 0 1/2\/1

x(1)=M:x(0)=|1 0 1/2|[0|=|1|, Elconductor A hara la segunda ruta con probabilidad 0
01 0/\0
0 0 1/2\(0

¥(2)=M-x(1)=[1 0 1/2||1|=|0|, Elconductor A haré la tercera ruta con probabilidad 0
01 0/\0

00 1/2\fo\ [1/2

X3)=M-32) =1 0 1/2||o]=]1/2
01 o/\1 0
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12 0 1/4\[1\ (1,2

¥3)=M>-%(0)=[1/2 1/2 1/4||0]|=]1/2

0 1/2 1/2]\0 0

Por tanto, la probabilidad de que el conductor A haga la cuarta ruta es de 1/2.

2. Propiedades de la matriz de Markov

Supongamos que M es una matriz de Markov de tamarfio n.

» Todos los elementos de la matriz verifican que son mayores o iguales a cero.

pij > Oparatodo i,j=1,---,n

» la suma de todos los elementos o entradas de cualquier columna de M suman uno:

Zpijzl paratodo j=1,---,n

i=1

s M tiene a A = 1 como autovalor.

-1 po2  p3

-1
M= | PP

Pnl Pn2 Pn3

0 0 0
P21 p2 -1 p23

nl Pn2 Pn3

1 1 1
—_— — —_—
Pin . - -
Z pin—1 ZPiz -1 ZP:B -1
Pan _ i=1 i=1 i=1
: P21 p22 P23
Pn—1-1 : : :
Pn1 Pn2 Pn3
0
P2n
_ =0= JAp=1 esunautovalor deM
pn—1-1

» Cualquier otro autovalor A, de una matriz de Markov M verifica que

Al <A =1

= Si M es una matriz de Markov y existe un k € N tal que M¥ es una matriz con todos

sus elementos positivos (regular) entonces Ay = 1 es un autovalor de multiplicidad

algebraica 1 y dominante, es decir, para cualquier otro autovalor A, se verifica que

| <o =1

51

Z pin _1
i=1
P2n

Pnn




Apuntes de Informética y Modelizacién. F. Blasco, A. Gonzélez

Ejercicio 5.3

06 0 005 036 0015 00775
M=[04 07 0 | M*=|052 0490 0,0200=> M es regular
0 03 095 012 0495 09025

EJEMPLO 5.2.

Comportamiento en el limite de la matriz regular.

EJEMPLO 5.3. Las familias de una comunidad auténoma se clasifican segtin datos ban-
carios como conservadores, de riesgo medio o de riesgo alto. Los estudios estiman que
en promedio, en el curso de un afio, el 50 % de los ahorradores cambian a riesgo me-
dio y el otro 50 % cambia a riesgo alto. 25 % de las personas de riesgo medio cambian a
conservadores y el 50 % a riesgo alto; y finalmente el 25 % de los de alto riego pasan a

conservadores y un 50 % cambian a riesgo medio

0 1/4 1/4
-LamatrizM=M=[1/2 1/4 1/2|es una matriz regular ya que M?
1/2 1/2 1/4
1/4 1/4 1/8
1/2 1/2 3/8
1/2 1/4 1/2

Por tanto su autovalor A = 1 verifica que es de multiplicidad 1 y es dominante

0 1/4 1/4 )

M=|[1/2 1/4 1/2 :|M—AI|——A3+A—+EL—O=>A—1 1

- - 2 +16 4
1/2 1/2 1/4

El autovalor A = 1 es dominante y su autoespacio es
E)={oeR}/Mo=0}={oeR}/(M-To=0}=

-1 1/4 1/4\([x 0
veR|1/2 -3/4 1/2 ||y|=|0]|; =L{(12.2)}
1/2 1/2 -3/4]\z 0
Si suponemos que la distribucién inicial (¢ = 0) viene dada por el vector x(0) =
(x1(0), x2(0), x3(0)) (donde x;(0) es la cantidad de la poblacién total N que hay en el estado
i)y teniendo en cuenta que los autovectores asociados a los autovalores 1 = 1,1/4 son
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E(1) = L{(1,2,2) = L{u} E(1/4) = L{(-1,1,0), (~=1,0,1)}

obtenemos
k
1 0 O 1 -1 -1y (1 0 O
klim;?(k):klika-J?(O):klimP- 0 1/4 0 -P-x(0)=|2 1 0|0 0 O
0O 0 O 2 0 1 0 0O
———
P

15 1/5 1/5\ [x©)\ (1 -1 -1\ {1 0 0 1/5(x1(0) + x2(0) + x3(0))
—2/5 3/5 =2/5|-|x0)|=[2 1 0|0 0 0||=2/5x1(0) +3/5%(0) — 2/5x3(0)
—2/5 =2/5 3/5) \x30)] \2 0 1) \0 0 0] \=2/5x1(0) = 2/5x2(0) +3/5x3(0)

N
p-1 P P1x(0)
1 -1 =1} [1/5(x1(0) + x2(0) + x3(0)) 1/5(x1(0) + x2(0) + x3(0)) 1/5 1
=12 1 0] 0 =12/5(x1(0) + x2(0) + x3(0)) | = | 2/5 || N = 1/5N | 2
2 0 1 0 2/5(x1(0) + x2(0) + x3(0))] \2/5 2
P Dk.P-1.x(0)

Observar también que

1-1 =110 o)(15 15 15\ (175 1/5 15 (111
2 1 0|00 0f[2/52/5 2/5=|2/5 2/5 2/5|=5[2 2 2
2 0 1/\o 0 of\2/5 2/5 2/5] \2/5 2/5 2/5 2 22

-:Qué ocurrird, a la larga, con el tamafio de la poblacién ? ;Y con la proporcién de indivi-
duos en cada clase?

A la larga la poblacién se estabiliza distribuyéndose el 20 % de la poblacién en la
clase de ahorradores, 40 % en riesgo alto y medio independientemente del la distribucién
inicial o de partida. En general, para conocer la distribucion a la larga no hace falta hacer
el calculo de P - M¥ - P71, basta con calcular el autoespacio asociado al autovalor A = 1 r

escoger un autovector cuyas coordenadas sumen 1.

TEOREMA A. Si M es una matriz de Markov de orden n reqular, entonces la sucesion de ma-
trices M" tiende a una matriz con todas sus columnas iguales M= (¢, ¢, -+ ,¢) con ¢ = (c1,¢2,- -+ , ¢
tal que

- ¢ es un autovector asociado al autovalor Ay = 1.
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n

—20121

i=1

Puesto que M es una matriz de markov regular, 1; = 1 es un autovalor dominante de

la matriz de la matriz. Es decir,

1 0 0
_ 0 ./12 0 -l
0 O An
Por tanto
1 0 --- 0
).k
R(k)y=M<-%0)=P-| 2 P71 %(0)
0 0 --- A
Si denotamos a la primera fila de la matriz p-! por ci, ¢, - - -, ¢, = ¢ tenemos
0 0
C C Cc
. . 0 0 o 0 L 1 2 n )
klimx(k):klimM x(0)=P-] - |'PxO0) =P -0t 1 ]-x(0) =
: A 0 0 0
0 0 0
c-x(0)
0 - - —
=P. . =01 ¢-x(0) = Coy
: ——
0 C

Es decir para k suficientemente grandes podemos suponer que

x(k) ~ Cop

Puesto que x(k — 1) = Coj se sigue que a la larga (k — )

x(k) ~Coy ~x(k-1)

B A
JIT
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Observamos que el vector de distribucion a la larga se estabiliza y es igual al auto-
vector asociado a A = 1 cuyas componentes suman 1. Ademds es independiente del vector

inicial x(0).
3. Poblaciones estructuradas

En un bosque se han clasificado los arboles, por su altura en n clases (poblacién estruc-
turada). Se ha elegido la altura como variable para la clasificacién porque en este modelo
es la que marca el precio de mercado de los drboles. Organizamos la informacién sobre es-
tos aspectos correspondiente al estado inicial (momento en que observamos por primera

vez por primera vez la poblacién) en la siguiente tabla:

Clase 1 2 3 e n-1 n
Altura [0,h1) | [h1, h2) | [h2, h3) [An-2, hn-1) | [hn-1, )
Numero inicial de arboles | x; X X3 Xp-1 Xp
Valor 0 D2 D3 DPn-1 Dn

Observamos de nuevo la poblacién de arboles al cabo de un periodo de tiempo T.
Los arboles habran crecido y parte de ellos habran pasado a la clase de altura siguiente.
Suponemos que el periodo de tiempo T trascurrido permite s6lo un crecimiento tal que
un arbol pasa como mucho a la clase de altura siguiente. Adicionalmente, asumiremos

que ningun arbol muere en ninguna de las clases.

Analizada la evolucién de la altura de la poblacién se han estimado, para cada una de
las clases de altura la proporcién de individuos que pasan a la clase siguiente. Denotare-
mos por g; a la proporcién de individuos de la clase i que pasa a la clase i + 1. Por lo tanto
la proporcién de individuos que permanece en su clase es 1 - g;.

Ademads, asumiremos que esos parametros son estables en el tiempo, es decir, se man-
tienen para periodos de tiempo iguales a T.

Supongamos que la poblacién al cabo de k periodos de tiempo es

x1(k)
x2(k)
v =| W
xn—l(k)
xn(k)
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En el periodo siguiente, la distribucién de arboles por clases de altura sera

x1(k+1) = (1-g1)x1(k)

xk+1) = (1-g2)x2(k)+g1x1(k)

x3(k+1) = (1-g3)x3(k)+gaxa(k)
xp1(k+1) = (1-gp1)xn-1(k) + gn2xp2(k)

xn(k + 1) = xn(k) + gnxn—l(k)

Matricialmente podemos escribir esto como

x1(k+1) 1—g1 0 0 0 0 xl(k)
x(k+1) g 1-9 0 0 0] x2(k)
x3(k+1 0 1- 0 Ol x3(k
TSI e S B
xp-1(k+1) 0 0 0 oo 1T=gp1 0] xp-1(k)
xn(k+1) 0 0 0 gn-1 1)\ x,(k)
1-g1 0 0 0 0
g 1-9 0 0 0
0 1- 0 0
Llamando G = 92 _ 9 )
0 0 0 v 1-=gp1 O
0 0 0 Y S|
tenemos que
¥(k+1)=Gx(k) =G*%(k-1) = --- = G*%(0).

¢Qué ocurrira con este bosque a largo plazo?

4. Modelo de gestion forestal sostenible

Supongamos un bosque en el que hay arboles de distintas alturas. El bosque se deja

crecer por un tiempo y después los drboles son talados para ser vendidos.

Supuestos para el modelo:
56



Apuntes de Informética y Modelizacién. F. Blasco, A. Gonzélez

Por cada 4rbol cortado se planta uno nuevo en el mismo lugar.

Todos los arboles plantados sobreviven hasta ser cortados

Arboles de diferentes alturas tienen diferentes precios.

Los arboles més pequerios (los de la primera clase) no tienen valor.

Se conoce la matriz G de crecimiento, la que permite expresar la evolucién de la

poblacién de arboles en altura segtin las clases de edad.

Posibles preguntas:

- (Por qué interesa cortar drboles de diferentes clases de edad?
- ¢(No seria mejor cortar todos los de la mayor clase de edad?

- (Qué nos ofrece mds ganancia de inmediato?

- (Qué nos ofrece mds ganancia a largo plazo?

Supondremos que, al final de cada periodo de crecimiento, se talan y; drboles de la
clase j-ésima (j = 2,...,n). No se talan arboles de la primera clase de altura puesto que su
rentabilidad es nula.

Como en total se talan y, + - - - + y,, drboles, son esos los que hay que repoblar en la
primera clase.

Asi, matricialmente, resulta que

0 Y+ 4y

Y2 0
xk+1)=G-x(k)—-| : [+ :

Yn-1 0

Yn 0

EJEMPLO 5.4. Supongamos un bosque con cuatro clases de altura y matriz de creci-

miento
04 0 0 0
o6 03 0 0
0o 07 02 0
0 0 08 1
1000
L L _ |1000
Supongamos que, inicialmente, la situacién inicial es xo = 1000
1000
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El valor de cada arbol es de 100 €, 150 € o0 300 €, segtin pertenezca a la clase segunda,

tercera o cuarta.

Estudia qué ocurre en las tres primeras etapas y calcula su rendimiento (beneficio) con
cada una de las tres gestiones siguientes:

a) El bosque no es intervenido y se deja evolucionar sin talas

b) Al final de cada etapa de crecimiento se talan 300 &rboles de la tercera clase y 900
de la cuarta (que se vuelven a plantar)

c) Al final de cada etapa de crecimiento se talan todos los drboles de la tdltima clase

(que se vuelven a plantar)

De ser posible mantener cada gestién indefinidamente ;se estabilizaria la composiciéon

del bosque con el tiempo?

DEFINICION 5.1. Diremos que una gestion es sostenible si existen unas condiciones
iniciales Xp, de manera que partiendo de esas condiciones iniciales, la composicién del

bosque permanezca igual a las condiciones de partida al final de cada etapa.

Vamos a interpretar qué significa que una gestion sea sostenible y lo escribiremos

en términos de matrices para encontrar condiciones que aseguren una gestion con estas

caracteristicas.
1-g91 0 0 0 0\[ x1 0 Y+t X1
g1 1- g2 0 tee 0 0 X2 Y2 0 X2
0 g 1-9g3 --- 0 Of] x3 U3 N 0 B
0 0 0 e 1= In-1 0 Xn-1 Yn-1 0 Xn-1
0 0 0 . In-1 1/\ x, Un 0 Xy,
Efectuando operaciones, esa condicién se traduce en
gix1 = Yyir+---+y,
gi1x1 —g2x2 = Y2
goxX2 —g3xz = Y3
In-2Xpn-2 — 9Gn-1Xn-1 = Yn-1
In-1Xn-1 = UYn
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La primera ecuacién es la suma de todas las demds y, por tanto, puede eliminarse

puesto que no aporta informacién nueva.

La tinica condicién que hay sobre los y; es que todos ellos sean ntiimeros no negativos.

Por tanto, sera posible una gestién sostenible si
g1X1 = Goxp = -+ = Gp_1Xp—1 = 0

El rendimiento es el valor que se obtiene por la venta de los drboles talados. Viene dado
por

R =p2yz2 +p3ys + -+ PpuYyn
= p2(g1x1 — g2x2) + p3(gax2 — 93x3) + -+ + Pp_1(Gn-2Xn—2 = Gn-1Xn-1) + PnGn-1Xn-1

= pagix1 + (p3 — p2)gox2 + -+ + (Pn — Pn-1)Gn-1%Xn-1

04 0 O

0
06 03 0 O
0
1

EJEMPLO 5.5. Con la matriz de crecimiento G = indica si con las

0 07 02

0 0 08
siguientes composiciones es posible una gestion sostenible inmediata:

a) xo = (500, 1000, 2000, 500)
b) xp = (1500, 1000, 500, 500)

5. Modelo de Leslie

Este modelo es usado para el estudio de prediccion de la evolucién de poblaciones de

hembras en poblaciones humanas o animales.

Supuestos para el modelo:

» La poblacién (de hembras) estd dividida en n clases de edad de igual amplitud y
ordenadas. Por ejemplo dividiendo entre n la méxima edad que puede alcanzar
una hembra en esa poblaciéon. O considerando periodos de tiempo de los de uso
habitual (afios, meses, etc.)

» En cada etapa (intervalo de tiempo igual a la amplitud de las clases de edad) el
nuimero de hembras en cada clase de edad cambia por uno de tres posibles even-
tos: nacimiento, muerte y aumento en la edad. La probabilidad de que una hembra

permanezca en una misma clase al cambiar de etapa es cero.
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» En cada etapa y para cada clasei (i € 1,2n,, ...,n — 1) se tiene que:

- Tasa de fertilidad a;: nacen, en media, a; hembras por cada una de las que
hay en esa clase. (Las que nacen formaran parte de la clase 1). Se sigue que a; > 0.

- Probabilidad de mortalidad m;. tasa de mortalidad para esa clase i;

- Probabilidad de supervivencia b; =1 — m;. La proporcién de hembras de la
clase i que pasan a la clase i+1 (por aumento de edad); Observar que 0 << b; < 1.
ya que si b; = 0 implicaria que todas las hembras en la clase i mueren.

= Todos los individuos de la clase n mueren (un individuo vive como mucho n eta-
pas)
= Se supone conocida la composicion de cada clase de edad al comienzo del estudio

instante t = 0 comienzo del estudio, es decir, conocemos el vector x(0)

x1(0)
x2(0)
w0 =|
Xn-1 (0)
x,(0)

Vamos a expresar estas hipotesis mediante ecuaciones. Supongamos que la poblacién

al cabo de k periodos de tiempo es

x1(k)
x2(k)
x3(k)

Xn-1(k)
xn (k)
En el periodo siguiente, la distribucién de la poblacién por clases de altura sera

x1(k+1) = aix1(k) + apxo (k) + azxz (k) + - - - + apx, (k)
x(k+1) = bix(k)
x3(k+1) = baxa(k)

xp-1(k+1) = bp2)xu-2(k)

xn(k+1)

bp_1xp-1(k)

Matricialmente podemos escribir esto como
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x1(k+1) ap ay az -+ ap-1 an\[ x1(k)

xa(k +1) by 0 0 -~ 0 0l w®

xa(k+1 0 by 0 --- 0 0] xs(k
geeny=| PETD |0 20 OO IO e

xak+D [0 0 0 - 0 0|[xik)

xn(k +1) 00 0 - by, 0/\xk)

De manera general, a la matriz con la estructura de la matriz de transicién L se le
conoce con el nombre de matriz de Leslie.

Tenemos que

X(k+1) = L¥(k) = L’%(k - 1) = - - - = LF*1%(0).

EJEMPLO 5.6. Supongamos que las hembras de una poblacién animal viven una media
de 6 meses y que esta poblacién se divide en tres clases de edades iguales con intervalos
de 2 meses. Supongamos también que solo se reproducen en la tltima clase de manera
que por cada hembra en esta clase nacen de media 6 crias. Ademads en cada periodo el
50 % de la primera clase pasa a la segunda y el 30 % de la segunda a la tercera. Si inicial-
mente hay 100 hembras de la primera clase, 60 de la segunda y 20 de la tercera, estudia la
evolucién de la poblacién después de 2 y cuatro meses.

Este ejemplo se describe matricialmente como

x1(k+1) 0 0 6\[xik)
Xk+D) =|xk+D) =12 0 0f|x@k)|=L %k
x3(k+1) 0 3/10 0/\x3(k)

matriz de Leslie, L

Como se quiere estudiar la evolucion de la poblaciéon después de 2 meses(1 periodo
de tiempo, x¥(1)) y 4 meses (2 periodos x(2)) se tiene que

0 0 6})[100 120
¥(1)=L-x(0)=[1/2 0 0] 60 [=] 50
0 3/10 0/\ 20 18
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0 18 0}/100 108
¥2)=L-%1)=L*-%0)=| 0 0 3|[60]|=]60
015 0 0/\20 15
Propiedades de la matriz de Leslie

Supongamos que L es una matriz de Leslie de tamafio n.

» El polinomio caracteristico de L es
IL— AL = (-1)™(A™ — a; A" ! —aby A2 — agbbpA™ 2 — - —apbiby - - - by1)
» Se llama Tasa media de Reproduccién de una poblacién a la expresion
R=a1 +ayby +azbibp+---+a,biby---b,1

que representa el promedio de crias que tiene una hembra durante su esperanza
de vida.

» Una matriz de Leslie L, tiene un tinico autovalor positivo 1;; el resto son cero, ne-
gativos o complejos. A1 es un autovalor simple (multiplicidad algebraica= 1y por
tanto la geométrica también). Su autovector asociado tiene todas sus coordenadas

positivas y su autoespacio es
E(21) = L{(1 b1/, (bb2) /23, (b1bab3) /23, . (brba - ba1) /A1)}
» Cualquier otro autovalor A, verifica que
Al <A

» si dos entradas consecutivas de la primera fila de la matriz son diferentes de cero

el autovalor 1; es dominante. Es decir,
|/1r| < /11

EJEMPLO 5.7. Una poblacién de escarabajos estd divida en tres clases de edades de un
afio de duracion, a las que llamaremos crias, jovenes y adultas. Se sabe que cada escara-
bajo joven aporta una media de 4 escarabajos crias y cada adulta un promedio de tres.
Ademéds se sabe que la mitad de la crias sobreviven para llegar a jovenes y el 25 % de las
jovenes se hacen adultas.

- Dar la ecuacion caracteristica y el autovalor dominante si existe.

0 4 3
L=[1/2 0 0|=1|L-A=-22+21+3/8= 1=
0 1/4 0

3 -3+V5 -3+6
2 4 4
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- Hallar los autovectores asociados al autovalor dominante.

Puesto que
-3-+5
4

-3+5
4

3
2

3
2

3 . .
El autovalor = es dominante y su autoespacio es

3\ _ 3,009 | _ 3 3. _aol_
E(E)—{UGR/LU—EU}—{UER/(L—EI)U—O}—

~3/2 4 3 \(x\ [0
veR3/|1/2 =3/2 0 |ly|l=|0]|}=L{(18,61)}
0 1/4 -=3/2/\z] \0

Comportamiento en el limite de la matriz de Leslie con autovalor dominante.
Supongamos que A; es un autovalor dominante de la matriz de Leslie y la matriz de

Leslie es diagonalizable. Es decir,

A 0 - 0
_ 0 A 0 p-1
0 O An
Por tanto
Ao 0
R Lo 0 ,Uzv o 0 .
X(k)=L*-x(0)=P- _ |-PT - x(0)
0 0 Ak
1 0 0
Ak
- 0 A_i e 0
_x(k):Lk.gg(o):P. o _ P71 %(0)
2k R : :
Ak
0 O —Z
Ay
Si denotamos a la primera fila de la matriz p-! porci, ¢, - -+, cp = ¢ tenemos
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0
1 Cn
> 00 --- 0
klim&f):Lk-Ec’(O):P- o o PO =P-[: .. 1 1 ]%(0) =
: S 0 0 0
0 0 0
c-x(0)
0 - - -
=P ) =01 ¢-x(0) = Coy
. ~——
0 c

Es decir para k suficientemente grandes podemos suponer que
- ~ k —
x(k) = A{Coq

Puesto que %(k — 1) ~ A571Co; se sigue

X(k) ~ Akcay = yAFICoy ~ MF(k - 1)

Observamos que cada vector de distribuciéon es un multiplo del vector de distribu-
cién anterior, siendo ese multiplo el autovalor dominante A;. Ademads la proporcion de
poblacién en cada clase se mantiene constante.

Por tanto, si4; > 1 la poblacién crece, si 41 <1 la poblaciéon decreceysi A3 =1 la
poblacién tiende a estabilizarse.

Si v; es el autovector asociado al autovalor dominante 11, el porcentaje poblaciéon en

la clase i-ésima sera:
0j

n
j=19j

100

EJEMPLO 5.8. Una poblacién de escarabajos esta divida en tres clases de edades de un
afio de duracién, a las que llamaremos crias, j6venes y adultas. Se sabe que cada escara-
bajo joven aporta una media de 4 escarabajos crias y cada adulta un promedio de tres.
Ademés se sabe que la mitad de la crias sobreviven para llegar a jévenes y el 25 % de las
jovenes se hacen adultas.

-¢Qué ocurrird, a la larga, con el tamafio de la poblacién ? ;Y con la proporciéon de

individuos en cada clase?
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3 .
Cémo 57 1 es el autovalor dominante tenemos que

. 3\ . (3). 3\"
X(k) ~ (E) Cl)l = (E) X(k - 1) = (E) C| 6
1
Por tanto, la poblacién crecera sin limite un 50 % en cada etapa.

3
Puesto que el autovector asociado a (E) es v = (18,6,1) el porcentaje de poblacién en

cada clase es

18
100 = 52100 =72%
2j-19) .

(%)
ﬂ 100 = —100 = 24 %
Z:;:l v 215
03
100 = —100 = 4 %
Zf,’:l o 25

Obsérvese que si 41 = 1 es autovalor entonces la tasa neta de reproduccién toma el

valor 1

R=a1+a2b1+a3b1b2+---+anb1b2---bn_1:1

6. Ejercicios variados

Ejercicio 5.4

Para estudiar una poblacién de petirrojos hembra cuya edad méxima es de 3 afios
se divide en tres clases de edad, correspondiente a un afio de duracién cada una. De
la observacién se deduce que sélo una cuarta parte de las de la primera clase (0-1
afnos) sobreviven hasta el siguiente periodo de tiempo y que sélo la mitad de las de
la segunda clase (1-2 afios) sobreviven hasta que alcanzan la dltima clase (2-3 afios).
Asimismo se observa que, en promedio, cada hembra petirrojo de la primera clase
procrea una nueva hembra, mientras que las de la segundo clase procrean 8 nuevas
hembras.

a) Escribe el modelo de Leslie para estos datos en forma matricial y decide, justi-

ficadamente si la dicha matriz tiene un autovalor dominante.

b) (Qué ocurrird, a largo plazo, con el tamafio de la poblacién? ;Y con la propor-
cién de individuos en cada clase?.
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Ejercicio 5.5

En un pinar se han considerado 6 clases arbéreas en funcion del drea basimétrica de
cada uno de los pinos. La clase 1 se corresponde con los de menor tamafio y la clase
6 con los més grandes. Se ha estudiado la evolucién del pinar y se ha visto que, cada

5 anos,

= el 28 % de los arboles de clase 1 pasa a clase 2
= el 31 % de los drboles de clase 2 pasa a clase 3
= el 25 % de los arboles de clase 3 pasa a clase 4
= el 23 % de los drboles de clase 4 pasa a clase 5

» el 37 % de los arboles de clase 5 pasa a clase 6

Ademés, en cada periodo de 5 afios, se talan todos los drboles que habia en la clase 6
al inicio del periodo.

Por otra parte, el bosque se regenera de modo que

= por cada 100 arboles de clase 4 nacen 7 arboles
= por cada 100 arboles de clase 5 nacen 15 nuevos arboles

= por cada 100 arboles de clase 6 nacen 20 nuevos arboles.

Es decir, la matriz que proporciona la gestion del bosque en esas condiciones es

072 0 0 007 015 0,2

028 069 O 0 0 O
0 031 075 0 0
0 0 025 077 0
0 0 0 023 063
0 0 0 0 037

0
0
0
0
Se supone que inicialmente hay 1000 arboles en cada clase.

a) Indica el nimero de drboles que habria en cada clase al final del décimo perio-
do.

b) Si cada arbol talado produce un beneficio de 500 €, estima la ganancia obtenida

al cabo de 50 afios de gestion (10 periodos).

¢) Analiza la composicién del bosque al cabo de 100 periodos. ;Qué observas?

d) Escribe la nueva matriz que represe6gta la gestion del bosque. ;En qué periodo

el bosque supera los 8000 pinos?

e) No nos interesa que el bosque supere los 8000 pinos. Cuando eso ocurre, adi-
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Ejercicio 5.6

En un determinado ecosistema se pueden considerar dos zonas diferenciadas: el in-
terior del bosque y la periferia. Al observar una poblacién de gardufias Martes foina
vemos que, cada afio, 1/3 de las que estan en el interior del bosque se mueven hacia
la periferia, mas cerca de las zonas residenciales, mientras que 1/5 de las que habitan
en la periferia se mueven hacia el interior del bosque.

Supondremos ademads que el nimero total de individuos permanece constante.

Supondremos que en enero de 2023 hay 200 individuos en el interior y 100 en la
periferia.

a) Determina la poblacién de gardufias en cada zona a primeros de 2024 y de

2025. (No es necesario efectuar las operaciones: se pueden dejar indicadas).

b) ;Se aproxima la distribucién en zonas a un equilibrio? Indica razonadamente

si es asi.
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Ejercicio 5.7

Papd Noel tiene que disefiar un plan para mantener estable su granja de renos. Co-
mienza en enero de 2023 con 80 renos en una zona suficientemente grande con unas
condiciones ambientales ideales y que todas las crias nacen en el mismo momento
del afio y que, en cualquier grupo de edad, hay la mitad de individuos de cada sexo.

Supondremos la poblacién estructurada en 7 clases de edad (0 a 6 afios o mas).
En la siguiente tabla proporcionamos el nimero de hembras que hay inicialmente
en cada una de las clases de edad, la tasa de tasa de fertilidad de la correspondiente

clase y la probabilidad de supervivencia en ese grupo de edad:

Edad | Numero de hembras | T. Fertilidad | P. Supervivencia

0 10 0.1 0.5
1 0.64 0.8
2 8 0.9 0.9
3 5 0.9 0.9
4 14 0.81 0.9
5 0 0.27 0.9
6 1 0 0

a) (0.5 puntos) Haz una prediccién de la estructura de la poblacién de renos en
enero de 2024 y enero de 2025, utilizando el modelo de Leslie.

b) (1 punto) Haz una prediccién sobre la estructura de la poblacién al cabo de 10
afios. ;Se alcanza una distribucion estable de la poblacion?

c) (0.5 puntos) ;Cuadl seria la distribucién al cabo de 10 afios si Papa Noel hubiera
comenzado con 10 hembras en cada una de las clases de 2, 3, 4 y 5 afios y ninguna en

las clases 0,1y 6 ?
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Ejercicio 5.8

En cierto bosque se han clasificado los drboles en 5 clases diamétricas. Se ha modeli-

zado la evolucién del bosque, su crecimiento, mediante la matriz siguiente:

02 0 0 0 O
07 03 0 0 O
G=(0 0502 0 O
0O 0 07 01 O
0O 0 0 08 09

Si dejdsemos evolucionar el sistema sin intervencién, el bosque tenderia a des-
aparecer. Nos planteamos, ademaés de repoblar para mantener constante el ntimero
de arboles, talar arboles de la clase superior para obtener beneficio econémico.

El coste de la repoblacién es de 5 euros por drbol mientras que por cada arbol
talado de la clase superior obtenemos 200 euros. Talaremos, siempre que sea posible,
100 arboles de la clase superior. En caso de que haya menos arboles en esa clase
talaremos todos los que haya.

Cada etapa consta de tres partes: el crecimiento segtin la matriz G, la tala de drbo-
les de la 5% clase (100 o menos si no los hubiera) y la repoblacién de tantos arboles
como sea necesario para que la cantidad total del bosque permanezca igual a 10000
unidades.

Por ejemplo, si tras una etapa hubiera 2000 arboles en cada clase, se tendria:

Primera parte:

02 0 0 0 O 2000 400
07 3 0 0 O 2000 2000
0 05 02 0 0 [-]2000]|=]1400
0O 0 07 01 O 2000 1600
0O 0 O 08 09/ \2000 3400

Tras la fase de crecimiento hay en total hay 8800 arboles.

En la segunda parte se extraerfan 100 de la 5° clase.

En la tercera se repoblarian 1300 arboles en la 1° clase.

Al finalizar la etapa (crecimiento, tala y repoblacion) se tendrfan 1700 en la 1°
clase, 2000 en la 2%, 1400 en la 3%, 1600 en la 4° y 3300 en la 5. En total 10000 arboles.
Y se habra obtenido un beneficio de 13500 euros (200x100 - 5x1300).

Si partimos de nuevo de una situacién inicial de 10000 arboles, todos en la 1° clase
o inferior,

Escribe una funcién que calcule la"Sttuacion de la poblacién tras n etapas y el
beneficio obtenido.

¢Parecen estabilizarse la poblacion y el beneficio? En caso afirmativo, ;cudntos

Arbholec ce repoblatrin en cada etana? cuidl ceri el beneficio obtenido por etana?
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Ejercicio 5.9

Una poblacion de ardillas esta dividida en tres clases de edades de 2 afios de dura-

cién. Su evolucién esta determinada por un modelo de Leslie siendo su matriz

0 a 3
1/2 0 O
0 1/4 0

Interpreta bioldgicamente cada elemento de la matriz de Leslie dada.

Determina el valor de o que hace que el autovalor dominante sea 3/2. Inter-
preta en el modelo el papel que juega el autovalor dominante.

Para el valor de « calculado en el apartado anterior, si a largo plazo el nimero

de hembras es de 800, ;cudntas de ellas corresponderén a la primera clase de edad?

7. Soluciones a los ejercicios

Solucién Ejercicio 5.4

a)

1 8 0
L=|1/4 0 0
0 1/2 0

puesto que la matriz tiene dos tasas de fertilidad seguidas distintas de cero, sabes que
va a tener un autovalor dominante. También se pueden calcular los autovalores, |L — AI| =
0= 1=0,-1,2, y comprobarlo (34, tal que [A,| > |4])

b) Calculamos los autovalores de la matriz

1 8 0
L=|1/4 0 O|=|L-A|=-P+1+21=0&=1=0,-1,2
0 1/2 0

Puesto que A = 2 > 1 es el autovalor dominante, concluimos que el tamario de la

poblacion creceré x(k) = d2€x(0) y la proporcién de individuos en cada clase sera
Lo =20 = v =(16/19,2/19,1/19)

84,21 % en la primera clase, 10,52 % en la segunda y 5,26 % en la tltima clase

Solucién Ejercicio|5.5
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En un pinar se han considerado 6 clases arbéreas en funcién del area basimétrica de
cada uno de los pinos. La clase 1 se corresponde con los de menor tamafio y la clase 6 con

los mds grandes. Se ha estudiado la evolucién del pinar y se ha visto que, cada 5 afios,

» el 28 % de los arboles de clase 1 pasa a clase 2
= el 31 % de los &rboles de clase 2 pasa a clase 3
= el 25% de los &rboles de clase 3 pasa a clase 4
» el 23 % de los drboles de clase 4 pasa a clase 5

= el 37 % de los drboles de clase 5 pasa a clase 6

Ademas, en cada periodo de 5 afios, se talan todos los drboles que habia en la clase 6 al
inicio del periodo.
Por otra parte, el bosque se regenera de modo que
» por cada 100 &rboles de clase 4 nacen 7 arboles

» por cada 100 arboles de clase 5 nacen 15 nuevos arboles

» por cada 100 &rboles de clase 6 nacen 20 nuevos arboles.

Es decir, la matriz que proporciona la gestion del bosque en esas condiciones es

072 0 0 007 015 0.2

028 069 0 0 0 O
0 031 075 0 0
0 0 025 077 0
0 0 0 023 0,63
0 0 0 0 037

0
0
0
0
Se supone que inicialmente hay 1000 drboles en cada clase.

a) Indica el nimero de drboles que habria en cada clase al final del décimo periodo.
Solucién.

a=c(0.72,0.28,0,0,0,0,0,0.69,0.31,0,0,0,0,0,0.75,
0.25,0,0,0.07,0,0,0.77,0.23,0,0.15,
0,0,0,0.63,0.37,0.2,0,0,0,0,0)

A=matrix(a, 6)

A

# el numero de drboles en cada clase al final del décimo periodo es
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# multiplicar la matriz A 10 veces por la cantidad inicial

X=matrix (1000, 6,1)
X

for (1 in 1:10) {

print (sum (X))

Al final del décimo periodo hay 5084 arboles.

b) Si cada arbol talado produce un beneficio de 500 €, estima la ganancia obtenida al

cabo de 50 afios de gestion (10 periodos).

Solucién.
Hay que ver el ntimero de arboles talados y multiplicar esa cantidad por 500. En el

enunciado se dice que los arboles que se talan son los que hay en la clase 6 al inicio del periodo.

Esto es, en el primer periodo talamos 1000 &rboles, en el segundo 370 (que son los que hay
en clase 6 al final del primer periodo y, por tanto, al inicio del segundo, y asi sucesiva-

mente)

#los arboles que se talan son los de 62 clase. El total de 4&rboles

talados de la 62 clase es

X=matrix (1000,6,1)
arboles=1000 #estos se talan al finalizar el ler periodo y hay que sumar
los que talamos en los 9 restantes
for (i in 1:9){
X=A%*%X
arboles=arboles+X[6,1]
}
print (arboles)
beneficio=arboles*500

print (beneficio)

El beneficio es de 1781890 euros.

¢) Analiza la composicién del bosque al cabo de 100 periodos. ;Qué observas?

X=matrix (1000, 6,1)
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X

for (i in 1:100) {

#A1l cabo de 100 periodos hay 3114 Aarboles y habiamos empezado con 6000
#por lo que parece que disminuye el total

#no se pide pero vamos a ver qué pasa tras 200 periodos (1000 anos)

X=matrix (1000,6,1)

#fquedan 1802 arboles. Todo apunta a la extincidn

A partir de ahora supondremos que, en lugar de talar todos los arboles de la sexta

clase, se corta solo la mitad.

d) Escribe la nueva matriz que representa la gestion del bosque. ;En qué periodo el

bosque supera los 8000 pinos?

#Como ahora solo se tala la mitad de los &rboles quedard la mitad de lo
de esta clase

#la matriz nueva serd

A[6,6]=0.5
print (A)

74



Apuntes de Informética y Modelizacién. F. Blasco, A. Gonzélez

#Vamos a ver en qué periodo se superarian los 8000 pinos

X=matrix (1000, 6,1)

periodo=0

while (sum(X)<8000) {
X=A%*x%X
periodo=periodo+l

}

print (periodo)

El periodo a partir del cual se superan los 8000 arboles es el periodo 60.

e) No nos interesa que el bosque supere los 8000 pinos. Cuando eso ocurre, adicional-
mente a la mitad de los drboles de la clase 6, se propone talar tantos drboles de la clase
6 como sea necesario para mantener el bosque con 8000 pinos. ;Es factible esta gestion?

¢Con esta nueva gestion se estabilizaria la distribucién en clases?

La operacién que hacemos es hacer que cuando haya mas de 8000 &rboles talamos
“los que sobran” en la clase 6. Eso se refleja en el interior del bucle siguiente. (El bucle se

ejecuta 200 veces para ver qué ocurre en 200 periodos)

X=matrix (1000, 6,1)

for (i in 1:200) {
tala=0
X=A%*%X
if (sum(X)>8000) {

tala=(sum(X)-8000)

}
X[6,1]1=X[6,1]-tala
print (X)
print (sum (X))

Como nunca aparecen niimeros negativos esa gestion se puede realizar. Si aparecieran
nuimeros negativos supondria la necesidad de talar mas de los arboles que tenemos.
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Por otra parte, la distribucion de drboles en cada clase se mantiene estable, en torno a
estos nameros:
;matrix2latex(X)

1480462
1337,191
1658,117
1802,301
1120,349

601,5789 |

Solucién Ejercicio 5.6

En un determinado ecosistema se pueden considerar dos zonas diferenciadas: el inte-
rior del bosque y la periferia. Al observar una poblacién de gardufias Martes foina vemos
que, cada afio, 1/3 de las que estan en el interior del bosque se mueven hacia la periferia,
mas cerca de las zonas residenciales, mientras que 1/5 de las que habitan en la periferia
se mueven hacia el interior del bosque.

Supondremos ademads que el ntimero total de individuos permanece constante.

Supondremos que en enero de 2023 hay 200 individuos en el interior y 100 en la peri-
feria.

a) Determina la poblacién de gardufias en cada zona a primeros de 2024 y de 2025.
(No es necesario efectuar las operaciones: se pueden dejar indicadas).

Solucién.

x(t) ="namero de gardufas en el interior en el tiempo t”, y ="ntmero de gardufias en

la periferia en el tiempo t”

x(t+41) = 2/3x(0+1/5y(r) __ (x(+D) _ (2/3 1/5) [x(1)
y(t+1) = 1/3x(t) +4/5 y(t) y(t+1)] \1/3 4/5/ \y(d)

Tomando t = 0 como 2023, en 2024 se obtiene
x(D) _(2/3 1/5)(x(0)) (2/3 1/5}(200
y(1) B 1/3 4/5] \y(0) - 1/3 4/5) 1100

2
x(2)| _(2/3 1/5)(x(D)} _([2/3 1/5] (200
y2)) \1/3 4/5/\y»)] \1/3 4/5] \100
b) ;Se aproxima la distribucién en zonas a un equilibrio? Indica razonadamente si es

z

asl.

Para 2025
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Solucion.

2/3 1/5
1/3 4/5
tos de sus columnas es uno) regular, M tiene todos sus elementos o entradas positivos,

Puesto que la matriz A = ) es una matriz de Markov (la suma de los elemen-

entonces la sucesion de matrices M" tiende a una matriz con todas sus columnas iguales

M= (¢ ¢,---,¢)conc = (c1,¢c2,- - -, ¢y tal que € es un autovector asociado al autovalor A =1
n

chizl
i=1

Por tanto, nuestra poblacion a la larga se estabilizara, independientemente de cual
haya sido su distribucién inicial, segtin el vector c.

Calculamos el vector c.

(A-D) = (—1/3 1/5

= E(A=1)=L{(3,5)} = ¢=(3/8,5/8
13 _1/5) (A=1)=L{(3,5)} = ¢ =(3/8,5/8)
Concluimos que a la larga 37,5 % de la poblaciéon de gardufias estard en el interior del

bosque y el 62,5 % estard en la periferia.

Solucién Ejercicio

Papda Noel tiene que disefiar un plan para mantener estable su granja de renos. Co-
mienza en enero de 2023 con 80 renos en una zona suficientemente grande con unas con-
diciones ambientales ideales y que todas las crias nacen en el mismo momento del afio y
que, en cualquier grupo de edad, hay la mitad de individuos de cada sexo.

Supondremos la poblacién estructurada en 7 clases de edad (0 a 6 afios o més). En
la siguiente tabla proporcionamos el niimero de hembras que hay inicialmente en cada
una de las clases de edad, la tasa de tasa de fertilidad de la correspondiente clase y la

probabilidad de supervivencia en ese grupo de edad:

Edad | Numero de hembras | T. Fertilidad | P. Supervivencia

0 10 0.1 0.5
1 2 0.64 0.8
2 8 0.9 0.9
3 5 0.9 0.9
4 14 0.81 0.9
5 0.27 0.9
6 1 0 0

77



Apuntes de Informética y Modelizacién. F. Blasco, A. Gonzélez

a) (0.5 puntos) Haz una prediccién de la estructura de la poblacién de renos en enero
de 2024 y enero de 2025, utilizando el modelo de Leslie.

b) (1 punto) Haz una prediccién sobre la estructura de la poblacién al cabo de 10 afios.
¢Se alcanza una distribucion estable de la poblacion?

¢) (0.5 puntos) ¢Cuadl serfa la distribucién al cabo de 10 afios si Papa Noel hubiera
comenzado con 10 hembras en cada una de las clases de 2, 3, 4 y 5 afios y ninguna en las
clases 0,1y 67

Solucion. La matriz de Leslie asociada al modelo es

(01 064 09 09 081 027 0

05 0 0 0 O 0 O
0O 08 0 O O 0 O
0O 0 09 0 O 0 O
o 0 0 09 O 0 O
o o0 o0 0 09 o0 O
o o0 o0 0 0 09 0

y se puede generar con la instruccién

L=matrix(c(0.1,0.5,0,0,0,0,0,0.64,0,0.8,0,0,0,0,0.9,0,0,0.9,0,0,0,0.9,0,0,0
,0,0.81,0,0,0,0,0.9,0,0.27,0,0,0,0,0,0.9,0,0,0,0,0,0,0),7)

Elntmero incial de hembras viene dado por XO=matrix (c(10,2,8,5,14,0,1),7,1)
(lo expresamos como matriz para no tener problemas al multiplicar matrices posterior-
mente)
La poblacién en enero de 2024 viene dada por X1 = L - X0. En R la orden es
X1=L%*%X0
25,32
5
1,6
y al ejecutarlo y pedir que lo imprima da como resultado | 7,2 | La poblacién en enero
45
12,6
0

de 2025 viene dada por X2 = L - X1. En R la orden es

X2=L%*%X1
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20,699
12,66
4

y al ejecutarlo y pedir que lo imprima da como resultado | 1,44
6,48
4,05

11,34

Al cabo de 10 afios la poblacién vendra dada por la expresién Xjg = L' - X0. En R

podemos hacerlo con un bucle

for (i in 1:10){
X1=L%*%X0

X0=X1
}
print (X1)
61,15839)]
27,4082
19,59789
La poblacién al cabo de 10 afios sera |15,70374
12,56258
10,21649
8,457609
573,1287]
256,2357
183,2936
Para ver si se estabiliza vemos lo que pasa, por ejemplo a los 20 afios |147,5052 | vemos
118,7045
95,52715
76,87532
que la poblacién crece desmesuradamente pero para ver si la proporcion entre clases de

edad es estable dividimos en cada caso por el total de individuos.
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En el caso de 20 afios resulta

[ 0,3949152 |
0,1765596
0,1262987
0,1016386
0,08179352
0,06582318

0,05297109

[ 0,3949153 |
0,1765596
0,1262987
0,1016387
0,08179352
0,06582314
0,05297106

mientras que en el caso de 10 afios resulta

con lo que podemos concluir que se estabiliza la distribucién de poblaciéon

c) Si hubiera sido X0=matrix(c(0,0,10,10,10,10,0)) Al cabo de 10 afios, eje-

cutando el mismo cédigo anterior, habriamos obtenido esta poblacién:

4561815
20,22476
1436129
11,84485
9.951576
7374695
5501713

Para ver si hay una distribucién estable hacemos lo mismo de antes la distribucién al cabo

de 10 afnos es

0,3971042
0,1760557
0,1250145
0,1031089
0,08662807
0,06419643
0,0478922

y la distribucién al cabo de 20 afios es

0,3949152
0,1765596
0,1262986
0,1016384
0,08179344
0,06582341

0,05297128

podemos aceptar que la distribucion entre grupos de edad se estabiliza.
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