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LECCION 1

Método de Gauss de resolucion de sistemas de ecuaciones.

DEFINICION 1.1. Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de igualdades que involu-
cran sumas y restas de términos formados por productos de contantes y variables elevadas,como

mucho, a la primera potencia.

%011(31 - 01262 , »01=6=-=14

l .
02161 > 02262 ” ” 02:G: = 12 089 = C'Oef?CIGpteS
Gy 1§ incognitas

13 ¥ Término independiente

§0<1Gl » O<ng > > 0<:G: = 1<

El sistema de ecuaciones

%01161 » 01262 , ,01=6=-=1,
02161 5 02265 , > 02=6=-=1,

§0<1Gl > 0<2G2 . . 0<:G: = 1<

puede escribirse en modo matricial como

_011 012 013 01:“ ,(31“ ,11“
5021 022 Oy 02= | G2 I >1o I
20 0 0 0s=fl 2GsH = 21 —
;31 32 33 3|I;3I )3:0
> 1 > | > |
«0<1 0<2 0<3 O<=< «b=¢ «l<<
{z ry iz H=Z

y en modo de tabla como

011 012 013 0= |1,
021 022 033 0= | 1
031 03 033 03= | 15

O<; O<y 0O< O<= | 1<
| iz }
j

DEFINICION 1.2. Llamamos solucion de un sistema de ecuaciones a los valores de las incogni-
tas que satisfacen las ecuaciones.



4 1. METODO DE GAUSS DE RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES.

EjEmrro 1.1.

G,~=3 . 1 1 6 _ 3 )
:1_) 11 ~ = 10(_1

ProrosicIiON 1.1. Un sistema de ecuaciones lineales puede tener o no solucion. Si tiene solucion,
tiene una solucion o in [nikas.

DEFINICION 1.3. Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si tienen el mismo con-
junto de soluciones.

ProrosiciON 1.2. Si a un sistema de ecuaciones lineales le aplicamos una operacion elemental
entre sus ecuaciones (sumarlas, cambiarlas de orden o multiplicarlas por nmeros no nulos) el sistema
que se obtiene es un sistema equivalente.

Observar que toda aplicacion elemental se puede describir mediante una matriz elemental, es
decir, aquellas matrices que se obtiene al realizar la operacion elemental sobre la matriz identidad.

EjEmprLo 1.2.
G,~=3 5 01 11 G _ 01 3 G,~= 1
G,~= 1 et G,~=3

10 11 ~ 1.0 14y
1{zX1 {z} =z 1{z} {Z
% - %

BRSNS dc resolucion de sistemas de ecuaciones se basa en el método de reduc-
cidn esto es, partiendo de un sistema de ecuaciones haremos operaciones elementales entre estas
(sumarlas, cambiarlas de orden o multiplicarlas por numeros no nulos) de modo que se llegue a
un sistema equivalente (i.e. un sistema que tiene las mismas soluciones) pero que es mucho mas
facil de manejar.

Para poder aplicar el método puede interesarnos escribir un sistema de ecuaciones en forma
matricial o como una tabla.

EjempLo 1.3. Resolucion del sistema

1 2 3|9
1 1|8
3 0 13

vamos a pivotar respecto al elemento (1,1). Eso quiere decir que haremos operaciones en las
filas de la matriz para que debajo de ese elemento queden 0s.

1 2 319 1 2 3 9

1 1|8 1 0 5 5 10

3 0 113 252 210 6 10| 24
3= 3 31
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Ahora pivotamos en el elemento (2,2)

1 2 3 9 1 2 3 9 1 3 9
0 5 5 10 | 0 1 1 2 L| 01 1 2
0 6 10| 24 2= 3520 6 10| 24 27 52 0 4] 12
1 2 319 1 2 3|9 1 2 319
¥ 01 1|2 T 01 12 " 0112 )~=2 1= 1
- 1
37 23 0 0 13 0 0 1/3 D)I=3 00 13
1 23[9 D6=9 2~ 31=2
T 01 1|2
0 0 1|3
EjEmPLO 1.4. Resolucion del sistema
8 .,~,21 =2
G 2~ 21 =0
%G,Z‘*,Z” =1
1 2 |2 1 1 2 2
2 2|0 L| 0 3 4
2 201 272 1.0 1 0 1
3— 3 1
A partir de ahi podemos ver claramente que ~ = 1.

Sustituyendo este valor que hemos hallado en la segunda ecuacion podemos determinar el
valor de | y, finalmente, sustituyendo esos dos valores en la primera ecuacion deduciremos el
valor de G.

3~ 4l= 2)3 4= 2)|:§
6,-,20=226 1,2=2)6=2
’ E] - ’2_ _2

Alternativamente, podriamos haber seguido haciendo operaciones entre las filas de la tabla
que representa el sistema hasta llegar a la izquierda de la barra vertical a la matriz identidad. En
ese caso tendriamos automaticamente las soluciones en la columna de la derecha. Esa version es
la que se conoce como método de Gauss-Jordan.

EjEmMpPLO 1.5. Resolucion del sistema
8 ,~,21 =2
G 2~ 21 =0
%G ,2~,21 =1

por el método de Gauss-Jordan.

1 2|2 1 1 2] 2 1 1 2] 2

2 20 Y 0 3 4 " 01 0| 1 U

2 201 252 10 1 o] 1 s 3 4| 2 ¥
3— 3 1
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11 2| 2 11 2] 2 1 0 012
01 0 1 T 010 1 1 010 1

- 1 =
00 4| 5 59300 1|54 1 2220 0 1|54

Reinterpretando esa tabla como un sistema de ecuaciones llegariamos a
G =12
~ = 1
Il =54

con lo que tenemos resuelto el sistema.

Sistemas compatibles e incompatibles; sistemas determinados e indeterminados

Se dice que un sistema de ecuaciones es compatible cuando tiene solucion. Si la solucion es
unica el sistema se denomina compatible determinado y si hay mas de una (de hecho en este caso
habra infinitas) se dice que es un sistema compatible indeterminado.

El meétodo de Gauss nos permite conocer ante qué tipo de sistema estamos sin mas que ob-
servar la matriz del sistema cuando se ha puesto en forma escalonada.

EjEmpLO 1.6. Discutir si los siguientes sistemas son compatibles o incompatibles. Resolverlos
en caso de compatibilidad.

8.~.1  =o¢ 8.,~.1 =1
,0” G ~,2l =5 wl” G ~,2l =0
%G 3~,31 =4 %G 3,31 =1

En el caso (a) La resolucion por el método de Gauss nos lleva a los siguientes pasos:

1 16 1 1 1] 6 1 1 1] 6

1 215 ¥ 0 21/ 1 ¥ o0 21| 1

3 3/4 252 1.0 4 2] 2 32209 0 0|0
- 3 1

En el primer paso ya vemos que las dos ultimas filas son proporcionales, por lo que considerar
las dos o solo una de ellas no aporta mas informacion al sistema. Si, sin embargo, continuamos
escalonando la matriz llegamos a la situacion en la que la Gltima linea esta completamente llena de
ceros. Mas adelante incidiremos en ello, pero ese es el caso tipico que se presenta cuando tenemos
un sistema indeterminado.

A partir de ahi, observamos que, si damos un valor arbitrario _ a la variable y, la informacion
de la segunda linea de esa matriz nos permite asigurar que | = 1,2~ = 1, 2_y llevando este
valor a la primera linea obtendriamos queG =6 ~ | =6 _ , 1,2 " =7 3 .Hemos
resuelto el sistema, en funcion de un parametro. El sistema es compatible indeterminado.

En el segundo caso, al resolver por el método de Gauss llegamos a

1 11 11 1)1 11 1] 1

1 20 | 0 21/ 1 % o 21| 1

3 3(1 252 1.0 4 2|0 *3%290 0 0| 2
3— 3 1
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La tultima linea afirma que 0G , 0~ , 0l = 2. Sabemos que no hay nimeros G ~ | que verifiquen
esa relacion y, por tanto, el sistema es incompatible (esto es, no tiene solucion).

EjEMpLO 1.7. Resuelve, usando el método de Gauss, el sistema de ecuaciones

26 3~ I ,2F ,3E =4
46 4~ I ,4F ,11E =4
26 5~ 21 ,2F E =9

2~ LI L4 =5

Hacemos operaciones elementales en la tabla asociada al sistema

2 3 2 3|4 2 3 12 34
4 4 4 111 4 , 0 2 1.0 5| 4
2 5 2 9 ,-.,.,0 0 0 1|1
002 1 0 4| 5 4=4 00 0 0 1| 1

2 3 12 3|4 2 3 12 3|4

, 02 1.0 5] 4 02 1 054
L=, 2,0 2 10 4/5 ,=,,0 0 0 011
5=3 10 2 1 0 4/ 5 00 0 00/[0

Hemos marcado las variables que vamos a poder deducir a partir de las otras. El sistema va
a depender de dos parametros (tenemos libertad para elegir los valores de dos de las variables) y
expresaremos el resto a partir de ellas. Asi, tomando como variables libres ~ y F nos queda

E = 1 (sale de la tercera ecuacion)

= 4 2~ 5E= 9 2~ (sale delasegunda ecuacion)

G = %,,4 o3, 2F 3E"= %,,4 .3~ 9 2~ 2F 3"= 4, %~ F (sale de la primera
ecuacion)
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EJERCICIOS PROPUESTOS 1.1.

Resuelve, mediante el método de Gauss, los sistemas compatibles determinados siguientes:

G ,5~ = 8
G ,2~ 4 = 4 ’ _

a) 56 ,11~ 211 = 22 b) ig ’5~ ;: ,2g :z
36 2~ L3 =11 i DU

G ,6~ 51,0 =30

Estudia y resuelve, mediante el método de Gauss, los sistemas siguientes:

G ~,1,0 =1 36,2~ 51 =4
a) G,~,C =3 b)) 6 ,~ 21 =1
G,3 1,0 =4 56 .3~ 8l =6

Determina para qué valor de ( el siguiente sistema tiene solucion.

G . | F =3
26,2~ I 7F =1
46 2~ 9 S5F =C
36 ~ 8 o6F =1



LECCION 2

Sistemas de ecuaciones simultaneos. Matriz inversa

11 2, 011 012 O3,
Ejempro 2.1. Dada lamatriz =>1 2  2fi encuentra una matriz — = >05; 0,5 0,5fi tal
<<1 2 3 < «031 032 033(
que - = donde eslamatrizidentidad.

Vamos a pensar el problema “a lo bruto”:

1 1 2, .04 02 05, .1 0 0,
>1 2 2fi )021 022 023ﬁ =>0 1 Ofi
«l 2 3 < «031 032 033( « 0 0 1

<

Resolver esa ecuacion matricial equivale a resolver tres sistemas de ecuaciones con la misma
matriz de coeficientes
'1 1 2 [13 '011“ L] 1 (13 '1 1 2 13 '01255 L] 0 (13 '1 1 2 (13 '013“ L] 0 (13
>1 2 2fi>0fi=>0fi >1 2 2fi>00fi=>1fi >1 2  2fi>05fi=> 0 fi
« 2 3 <«031< « 0l 2 3 <«032< « 0l 2 3 <«033< « L«

Como al aplicar el método de Gauss nos interesa escalonar la matriz de coeficientes, podemos
escribir los tres sistemas de golpe:

1 1 2 1
1 2 2 0
1 2 3 0 0

Cuando tomemos como términos independientes la columna roja, las incognitas seran 01; 031 O3,
cuando consideremos la segunda columna de términos independientes las incognitas seran la se-
gunda columna y cuando consideremos la tercera columna de términos independientes, al resol-
ver obtendremos la tercera columna de la matriz de incognitas: 013 023 033. ASi, vamos a resol-
verlo.

0 0
1 0
1

1 2| 100 1 1 2 1 00
2 2] 010 T 0 3 4 110 L
1 2 3| 001 252 10 1 1 1 01 272-33

3— 3 1
11 2 1 00 11 2 1 00
00 1 4 13 T 0 1 4 1 3 |
01 1 101 353-201 0 5 4 171 3

S O =
- O O
S LN
aos
—_
—_
I
1
=1
(3]
Do
o —_
_ o O
=R )
(52 B G \O
—
B W N
ne
([
w
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1 00 2 1 2
010 5 1 4
0 01 4 1 3
201 2,
La matriz que acabamos de hallar, - = > 5 1 4fi verifica que - = ,justo lo que
4 1 3
« <

buscabamos.

OBSERVACION 2.1. Sabemos que el producto de matrices no es conmutativo, esto es, en general

dadas dos matrices y no se tiene que = .Lamatriz — que hemos hallado en el ejemplo
anterior es lo que se denomina una inversa por la derecha.
Una inversa por la izquierda es una matriz . tal que . = . Utilizando matrices traspuestas

y el procedimiento que acabamos de hacer para inversas por la derecha nos permitiria calcular
inversas por la izquierda:

= $ ‘=
por tanto, para calcular una inversa por la izquierda de  podriamos calcular una inversa por la
derecha de 'y trasponer ese resultado.

En realidad, hablaremos de la inversa de una matriz puesto que coinciden la inversa por la
derecha y la inversa por la izquierda.
En efecto, supongamos que . = yque - = .Entonces

Asi, ya no tenemos necesidad de distinguir entre inversa por la izquierda e inversa por la
derecha.

Ejempro 2.2. Calcular las matrices inversas de

11 1, 2 0 2
=50 2 3fi -3 3 1 0f
IR Y T30 0 3 of

« < Jd2 0 0,

ProrosiciON 2.1. Si y  son matrices invertibles, se veri [ca:
1 I 1=

2 n 1= 1 1
R T
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EjeEMPLO 2.3. Vamos a mostrar una aplicacion de las matrices y sus inversas a la codificacion
de mensajes. Para ello vamos a hacer una asociacion entre letras y nimeros:

-lA|/B|C|D|/E|F|G/H|T|J|K|L|M|N
2134|567 8|9 |10|11|12|13|14]|15

1
N|(o|P QIRIS|T|U|VIW|X|Y|Z|?]|*
16 |17 |18 |19 20|21 22|23 |24 |25|26|27 (282930

Podemos usar la matriz = 1 § para codificar la frase BUENOS DIAS.

Para eso haremos pares de letras (lo escribiremos por columnas) y después asociaremos nime-
ros a cada uno de esos pares

B E O - 1S
UN S D A -
o, equivalentemente,

3 6 17 1 10 21

23 15 21 5 2 1
Si nuestro codigo consiste en multiplicar por la matriz nuestro mensaje codificado seria
49 36 59 11 14 23
72 51 80 16 16 24
que es lo mismo que
] M U
K SRNNV
El siguiente grupo de letras esconde un nombre. Se ha codificado con la misma matriz. jPuedes
descubrirlo?

ANPCGWZP-T
ODHDTI Y RPU
EJERCICIOS PROPUESTOS 2.1.
Il 3 3“
Un mensaje se ha codificado usando la matriz >1 4 3fi
1 3 4
« <

El texto que vemos es NEFGLPRWSEFGH?XHJ?HQ*
;Puedes conocer el mensaje original?

(El texto que aparece en linea tendras que escribirlo por columnas. La inversa de la matriz
debes calcularla “a mano” para practicar. El resto puedes hacerlo usando un ordenador para mul-
tiplicar matrices)






LECCION 3

Espacios vectoriales. Combinaciones lineales

DEFINICION 3.1. Se dice que un conjunto tiene estructura de R espacio vectorial si sobre
él estan definidas dos operaciones , : T y :R ¥ que verifican las siguientes
propiedades:

1.- Paracada @ 2 setieneque® ,fi=H, @

2.-Paracada® fi fi2 setiene que G , #" , fi=G6, #i,

3.- Existe un elemento i 2 tal que i , & = @ para todo 6 2

4.-Paracada® 2 existe 2 tal que@ , fi = 0.

5.-1 @& =@ para cada @ 2

6.- Para cada par de nimeros U V 2 R y cada vector & 2  se verificaque U V& = ,UV"@
7.- Para cada par de nimeros U V 2 Ry cada vector & 2 se verifica que ,U , V'& = UG , V@
8.- Para cada nimeros U 2 R y cada par de vectores @i ¥ 2 se verifica que U, & , " = UG , Ui

A los elemento de un espacio vectorial se les denomina vectores.

EjempLo 3.1. El conjunto R = f,6 ~” G ~ 2 Rg con las operaciones:
, R? R? | R? : R R? 1 R?
”G ~” 11Go ~0” 1 11G 2 GO - 2 ~0” — 11G ~" ! 11_G ~”

es un espacio vectorial

Hay muchos ejemplos de conjuntos que se usan en matematicas y que tienen estructura de

espacio vectorial, como R™ = f,G; G- Gg 2 Rg con con las operaciones usuales de suma de
n-tuplas y producto por un escalar, My, , con con las operaciones usuales de suma de matrices y
producto por un escalar, %- = f0-G~ , » 016G , 0p 0 G 2 Rg con con las operaciones usuales

de suma de polinomios y producto por un escalar. Debido a lo breve de este curso introductorio
los tnicos ejemplos de espacios vectoriales que vamos a considerar son los espacios R™ que ge-
neralizan a los espacios R* y R® (estudiados previamente y que representan al plano y al espacio,
respectivamente).

DEFINICION 3.2. Diremos que un subconjunto de es un subespacio vectorial de si, con la
suma y producto por escalares heredados de tiene estructura de espacio vectorial. Para ello es
una condicion necesaria y suficiente que se verifiquen las tres propiedades siguientes:

1. <;

2. Paracada® fi2 setiene que & , fi 2
3. ParacadaU 2 Rycada® 2 se tiene que UG 2

13
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EjempLo 3.2. Un sistema de ecuaciones se dice que es un Sistema homogéneo si la columna
correspondiente a los términos independientes esta compuesta por ceros. Esto es, los sistemas
homogéneos son los sistemas de la forma

011 012 O3 01=“ .Glu " u
5021 02 0Oy O2=f >G2fj | >0 i
3051 052 033 03= I 3654 =3 I
> I > | > 1l
> I > | > Tl
«O<; 0O<y 0O<3 O<=¢ «G=<¢ «0<¢

El conjunto de soluciones de un sistema homogéneo es un subespacio vectorial de R™. De
hecho, todos los subespacios vectoriales de R™ se pueden interpretar como los conjuntos de so-
luciones de sistemas homogéneos con = incognitas.

En lo que sigue procuraremos escribir a los vectores con letras latinas y una flecha encima y a
los escalares con letras griegas, aunque no siempre va a ser esto asi (por ejemplo, a las coordenadas
de un vector se les denotara normalmente con las letras G; G, y esos son caracteres latinos).
Esperamos que esta notacion ayude y no cree confusion.

DEFINICION 3.3. 1) Sean _;
G =

_1®1 E]

es una combinacion lineal de los vectores &; @

_< 2 Ky sean &; @,
o6, .

_<@<
i

2) Al conjunto de todas las combinaciones lineales de ; @

A ese conjunto lo llamaremos subespacio generado por & &,

3) Diremos que fti; @,

6i< 2 . Diremos que

#i< lo denotaremos por ! @& &

Gic

@iz g es un conjunto linealmente independiente si al escribir § como

combinacion lineal de esos vectores la unica posibilidad es que todos los coeficientes sean nulos

(1=_2= = _<=0).
4) Diremos que f@i; @,

#i<g es un conjunto linealmente dependiente si no es linealmente

independiente. Esto es, existen posibilidades para escribir §§ como combinacion lineal de esos
vectores de modo que no todos los coeficientes sean nulos.

w 3“ L] 2“

Ejempro 3.3. a) El vector > 2fi es combinacion lineal de los vectores > 2fi y > 2fi porque

| ] 5“
« 3 <
L] 5“ L] 3“ L] 2“
> 2fi=3> 2fi 2> 2fi.
« 3 < « 1 < « O
g u L] u w 255%
b) El conjunto 3> 2fi > 2fi > 2f|B
:((3( ((1( ((O(;
L] 5“
> 2fi
« 3 <

((1( ((0(

es linealmente dependiente porque

Ll 3“

3> 2fi,

1

« <

L 2“ '0“
2> 2fi = >0fi
«0 ¢ «O¢

y, obviamente, los coeficientes de esa combinacion lineal no son nulos.

B
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Ejemplo 3.4.Para determinar si los vectore %% 4® son linealmente dependientes o
. ((3—| LK ((3—|

linealmente independientes podemos plantear una comburatineal nula

@ié@ % %%
((O ((3—| ((O—|

y ver si todos los gtienen que ser 0 o si, por el contrario, hay posibilidades de hacer una combi-
nacion en la que no todos los coe€cientes sean 0.

La relacon que acabamos de escribir puede reescribirse tambomo un sistemas de ecua-
ciones. Lo representaremos de forma matricial:

2 ola {
S > B - Do
«3 0 3—- «3— «0—|
0, equivalentemente, representado como tabla, para que sesaamil su resoluan.

11 2|0
2 2 4|0
3 0 30
Si el sistema fuera compatible determinado, por tratarse de un sistema hemeog launica
solucbnsera ;= »=_3=0Y, portanto, los vectores dados st linealmente independientes.
Por el contrario, si el sistema resultase ser indeterminado, f@adoluciones en la que no todos
los_gson 0y, consecuentemente, el conjunto de vectoreaderealmente dependiente.
De este modo, para estudiar la dependencia o independencia lineal basta estudiar si el sistema
gue resulta es, respectivamente, indeterminado o determinado. Veangosayure en este caso:

1 1 20 1 1 210

2 2 4|0 ! 0 0 0]0

3 0 30 22210 3 3|0
3= 3 31

Esa matriz es pica de un sistema compatible indeterminado puesto que en realidad solo tiene
2 €las que resultan ser signi€cativas. Alos vectores dados son linealmente dependientes.

Observacion 3.1. El metodo que hemos seguido en el ejemplo 8 es el camino "habitual'pero
en este caso concreto, debido a lagmeros que aparecen en el problema, padraberse simpli-
€cado bastante si hubsemos observado que

% G G-
3 O 3L D

En algebra lineal y, en general, en matatitas conviene observar los datos que tenemos y
gue podemos hacer con ellos antes de empezar a operar aitoamente. Si nos damos cuenta
del detalle anterior nos hakemos ahorrado bastantes operaciones.
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8o1. 1,3
Ejemplo 3.5.Para determinar si los vectores 1® ®©3 ®B son linealmente dependien-
. . . . - ((3—| « L, .
tes o linealmente independientes podemosalmgamente a como hemos hecho en el ejemplo
anterior, resolver el sistema

1 2 1|0
17 3|0
5 3 2|0

Si el sistema es compatible determinado los vectores dadaadéarealmente independientes
mientras que si es indeterminado el conjunto de vectores es linealmente dependiente.

1 2 1|0 1 1 1|0

17 3|0 I 0 9 4|0

5 3 2|0 2=72.1. 0 7 7|0
3= 3 51

Esa matriz es pica de un sistema compatible determinado, por lo que los vectores dados son
linealmente independientes: lanica posibilidad para que se pueda resolvergs >= _3=0"

Ejemplo 3.6.Estudiaremos ahora un ejemplo en el que tomamos vectoreR*dé&os pasos
gue debemos aplicar son similares a los de los ejemplos anteriores. Nuestro conjunto de vectores

n©"3‘©2""©1a©"’l

1 ® - 1R ,,
ahora sea -
ﬁ) 1
6 4ﬂ

((Zﬂ ((O—| K K

Plantearemos el sistema que nos a#a dependencia o independencia lineal y lo resolvemos
por el metodo de Gauss:

1 11 4|0 1 11 4|0 1 11 4|0
1 2 1 6|0 | 01 2 2|0 | 01 2 2|0
0 12 20 ,-, , 012 20 _,, ,000 00
2 06404:4210 1780424,200960

A partir de esa expresin vemos que el conjunto es linealmente dependiente (existen valores de
_gho todos nulos tales que se puede plantear con ellos una comlindicieal nula).

Hasta ahora siempre hemos hecho operaciones elemenpae€laspuesto que afecta-
ban a ecuaciones. Sin embargo, como los vectores los escribireona®lumnascuando
hagamos operaciones elementales que afecten a vectores, las haremos por columnas.

Esto es particularmente importante cuando queremos trabajar con sistemas generadores m
mos: conjuntos de vectores en los que al quitar alguno de ellos los restantes siguen generando
el mismo sistema. s adelante vamos a probar un resultado en este sentido pero, de momento,
veamos un ejemplo.
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Ejemplo 3.7.El vector@is combinaa@n lineal de los vectores@%a®@%a® 4® puesto que
((18—| . (<3—| ((O—| ((3—|

a
-@i8®: 5-@%?@, 2-@%@)’ @%&D Pero podemos tamén escribirlounicamente como combinamn lineal
«18—| ((3—| ((O—| ((3—|

- e .
de los dos primeros y no usar el terce%&rD: 6-2®, 3-2®" Podemos prescindir del porque
18, 3 &
« LK <«

g
g(Dfl?@es combinaan lineal de @@%

33 03
((3ﬂ . ((3—| [t

Proposicion 3.1.Sear@*@+"""& *@ ; 2 R™talesqu& ; es combinaon lineal dé@+@+"""& g.
Entonces

@@ " "@ @ 19=! f&B"""& Qg

Demostracion. Es obvio que todo vector que puede escribirse como combamaaneal de
f@-@-"""& g tambien puede escribirse como combinagilineal def@*@+"""@& @& 19 sin
mas que poner los mismos coe€cientes endoprimeros vectores y 0 en elltimo: siB= U@ ,
UL, ., L@ tambenes®=UG, LB, , L®@,6 0@ yesaes,precisamente,laforma
t pica de los elementos d6@+*@+"""& @ 10.

Por otra parte, supongamos ahorag@e 1 = 1@, 8, , <@ yqueB=Vi@, V.G,
L@, L@
Entonces
B=VIG, Vo®, , VL@, 6\ 111, 28, |, <®°=1V, L 1 1°G,' Vo, \L 1 °B,
N, Ve 1 <°@, que es una combinamn lineal en la que intervienemnicamente los primeros
< vectores.

Ejercicios propuestos 3.1.

Resuelve los sistemas honmesgos

2G,3,1,4F =0
a) HB,~,1=0 b) G, ~,2,3F =
G,~,1 =0
©1 2 2 1,
Encuentra una columna de lamatriz=-2 1 1 4®que se pueda escribir como
30 3 2,
«

combinacon lineal del resto.
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@éll

Dada la matriz = "5 }determma cal es el naximo rumero de €las lineal-

4 1 1 5
«
mente independientes que puedes encontrar. Determirad es el naximo numero de columnas
linealmente independientes que puedes encontrar.
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Sistemas generadores y bases

Lo que viene a decir la proposam 3.1 es que cuando tenemos un vector que es comlonaci
lineal del resto "me sobra"puesto que tanto si lo incluimos o no, el espacio generado es el mis-
mo. Desde el punto de vista actico, la proposi@n anterior nos proporciona un sistema para
conseguir sistemas de generadoresiimos procediend@or columnagpuesto que operaremos
con vectores) y eliminando vectores que sean combimadineal de otros. La potencia de ese
resultado se ve cuando se combina con este otro:

Proposicion 4.1. Si en un sistema generador de un subespacio vectsuslituimos un vec-
tor por el que resulta dexadirle una combinaen lineal de los restantes, el nuevo conjunto sigue
generando el mismo subespacio.

Demostracion. Supongamos que partimos del sistema generd@®e
®,‘1®,‘2®, s < 1@ 1.

Siunvector®puede escribirse com®= _1&, 8, , & =_1G, B, , ®
@, B, , < 1® =11 << 1°@, .,! <1 < < 1°@ 1, _<® Esdecir,todo
vector generado por el conjunto inicial tamdm puede ser generado por el conjunto modi€cado.

Por otra parte, si un vector es combinaailineal de los elementos del conjunto modi€cado,
esto es,

®=01@, B, , ®

=di®, @, , k'®, 1@, B, , < 1@ °

=1d;, dc 1°@,1dy, d 2°B, Jlde 1, dc ¢ 1R 1, @
gue, obviamente, es combinaailineal de los elementos del conjunto original. Por ello conclui-
mos que ambos conjuntos coinciden.

& gyque® =

Ejemplo 4.1. En virtud de la proposi@n anterior podemos a€rmar que el subespacio
@0 o

- oe; 1 Y
s es el mismo qU<jj .g ‘ puesto que elltimo vector se ha susti-

((0—| K« ((O—| ((O—| [Couten | (p—|

tuido por una combinaa@n lineal de los que hah.

Ejemplo 4.2.

Pensemos en el subespacio generado por las columnas de la ma-‘crii amos a

Wk WPk
anNn OB

transformar esa matriz,radiendo a cada columna una combinaiineal de otra lumnas. El

(7]
o

C
19
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espacio generado por las nuevas columnasgmismo que el que se generaba originalmente.

1111 100 0 100 O 1000

2363 214 1 210 0 2100

1124, , ;1013 .., ,,101 3 ,0°,3,10 10

23503=3 1213 2 4=4 21 1 3 21 10
4= 4 1

Como el vecto@obviamente no infuye para generar nada, el subespacio generado por las co-

lumnas de la matriz es taméin el generado por los vectores 1 La ventaja de este

((z‘l (<1—| « 1—|

conjunto de vectores es que es muchasrsimple que el que temmos originalmente. Adeas,

por tener ceros escalonados se ve a simple vista que esos tres vectores son linealmente indepen-
dientes: empecemos por el que&stas a la derecha: es obvio que el central no esdtiplo de el,

con lo que esos dadtimos son linealmente independientes. El primero tampoco depende lineal-
mente de ellos puesto que su primera coordenada es 1 y no puede obtenerse como camnbinaci
lineal de los 0 que hay en la primera coordenada de los otros dos.

Ahora, si quiseramos hallar lagcuacionedel subespacio generado por esos vectores lo que
debemos encontrar es unarelanique cumplan sus componentes. Esto es, el subespacio generado
por los tres vectores anteriores es eldelas combinaciones lineales de esos tres vectores, esto es, el
% Gy o

conjunto de Ios !de Iaforma— ! _1 0! ®’ Equivalentemente, los vectores que

((Q'_I ((2—| ((1—| « 1—|

estan en el subespaao son los que sus componeGieGe G G hacen que el sistemaen "«d

10 0G
21 0G
10 1G
21 1 G

sea compatible. Procediendo como habitualmente,

10 0G 10 0G 1
01 0G 26 0
00 1& G -, 5, 50
01 1|G 2G 0

2

oNol el

21 0
10 1
21 1

LG

> N
oy

2 1
3 1
4 21
Para que el sistema sea compatible hade%eiG, G G = 0. Esta es la ecuami del subespacio

generado por los vectores dados.

En este punto es interesante de€nir el concepto de rango de un sistema de vectoress ¢iz
el estudiante est familiarizado con el rango de una matriz, pero podemos extender ese concep-
to a familias de vectores, formalizando asa terminologa que nos ayude a decir ando hay
"vectores de sobra".
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Definici on 4.1. Llamaremogsangode un sistema de vectores= f&<B-"" "B gal maximo
numero de vectores linealmente independientes que podemos encontrar en ese conjunto.

n
Ejemplo 4.3.Se tiene que rango@@%@-@%&l@ =2
(<3ﬂ (<O—| (<3—| ((18—|

puesto que los dos primeros vectores son linealmente independientes y los otros dos dependen
linealmente de ellos.

Ejemplo 4.4.Volviendo a los vectores del ejemplo 4.2 podemos a€rmar que

‘5 & m 1
rango .* 1B =

—|((—|((3—| « —|

puesto que, obviamente, los tres primeros vectores son linealmente independientes y el cuarto
depende linealmente de ellos.

011 012 013 0=,
021 022 023 Oz ®
Definici on 4.2. Dadaunamatriz =-031 Os2 Ogs O3-® podemos hablar de san-
SE o F F T iR

((O<1 O<2 O<3 O<:—|
go por €lascomo el rango del sistema de vectores formado por las €las de la matriz y cego
por columnasomo el rango del sistema formado por las columnas de la matriz.

Mas adelante veremos que en toda matriz coinciden su rango por €las y su rango por colum-
nas, pero todawa no tenemos las herramientas necesarias para probarlo.

Hasta ahora hemos trabajado con sistemas de generadores, de modo que cualquier vector
puede escribirse como combinaailineal de los vectores que integran ese sistema generador.
El problema que aparece es que un mismo vector puede admitir representaciones diferentes o
incluso en las que interviene unumero diferente de vectores. Por ejemplo:

Gy 3B 35 Gy Dam 25 4Dn
-4®—- ®) ®3 = 3-2® -2/ -0®= 2-2®) 4-0®NoOs interesa tener menos arbitrariedad

((4—| (L ((0—| ((L (L ((O—I ((L ((O—I ((L

a la hora de escribir vectores en fuilti de otros que los generan. Para eso vamos a introducir la
idea debaseque no va a resolver todos los problemas perquse va a introducir bastante orden
al trabajar con vectores.

Definici on4.3.Sea unsubespacio vectorial d& . Diremos que un conjunto = fBsB*"" "B g
es una base desi es un sistema linealmente independiente y generador, ize! {® B "" "R g.

G G ts
Ejemplo4.5.Sea =! -2&-2&-0® "

((L ((O—| ((L
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0

a

El conjunto %@@@ es (por de€nian) generador de pero no es una base de
((L ((O—l ((L

. . . . 2 .
puesto que no es linealmente independiente (se tiene %: -2®, ). Sin embargo los
((L ((O—l ((L

e, "t
conjuntos ©}®- ® e - ®- y - 0@ S son bases de puesto que generany ademnas
((L ((o—l «L ((1—| ((o—l ((1—|

son linealmente independientes.

Proposicion 4.2. Supongamos que= f®*B+ " " "B ges un sistema de generadores del espacio
vectorial y que( = f®&<B®+”""Bg es un conjunto de vectores dinealmente independiente.
Entonces ="

Demostracion. Vamos a demostrar el resultado por redumtial absurdo: supondremos que
< Y =y llegaremos a una contradiam, con lo que necesariamente teadjue sex ="

Como es un sistema generador cualquier vector puede escribirse como combmiaueal
de los elementos de. En particular

B=_6B, B, , <&

con alguno de los coe€cienteg no nulo. Supondremos, por comodidad, que el que no es nulo
es_; (si fuera otro podramos reordenar los vectores en el conjunto para que nos quedara que el
coe€ciente del primero de ellos no sea nulo).,A®mdemos despejar

1
=R =B =@

1 1 1

yresultaque f&eBe"""B g="! BB "" "B gy, por tanto, sistema generador de Llamemos
1 = ! fa.@. nn "@ g.
Como!* °= | enparticular® 2! 1°y, por tanto, se puede escribir
B="1B, B, , <@

con no todos los coe€cientes nulos. Adasn no puede darse que whico g < 0 sea 1 porque
en ese caso tendimos que® = "1/ y eso no puede ocurrir puesto que estamos asumiendo que
f&eB®g es linealmente independiente. Apodemos suponer gue < 0 (como antes, si no fuera

as, podramos reordenar los vectores de modo que sea el segundo el que tiene un coe€ciente no
nulo. Entonces, podemos escribir

s 2m =
2 2
por lo que , = ! f&BB"" "B g es un sistema de generadores deRazonando de mo-
do similar, cambiando en cada paBpor B llegaremos a que < = ! f{E*BRe"""B g es
un sistema de generadores de Ah encontramos una contradicoh puesto que por una par-
te ® 1°B »"""B_ seran linealmente independientes d&+"" "B y por otro generados por

este conjunto de vectores.

Proposicion 4.3. Todas las bases de un espacio vectoti@hen el mismoumero de vectores.
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Demostracion. Supongamos que tenemos dos bases del espacig = fBB"""R gy
2 = fB*B+"""Rg. En virtud de la proposi@n anterior, como ; es sistema de generadores y
2 es linealmente independiente, tiene que ser ="
Por otra parte, pensando que = fB<Be"""®g por ser vabse es sistema de generadores y
que 1= fBB"""® ges linealmente independiente concluimos gue <.
As, launica posibilidad es que ==Yy, por tanto, todas las bases constan del misraonero
de vectores.

Definici on 4.4. Llamaremoslimensonde un espacio vectorial al numero de vectores que
hay en una cualquiera de sus bases.
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Ejercicios propuestos 4.1.

Calcula, mediante operaciones elementales, el rango por €las y el rango por columnas de
las siguientes matrices:

21 0 Q

@;511 0B 2 2 4
a) - ® b)-36 5 W
372 2 W 120 3
493 1 4_ «

«

Determina si los conjuntos siguientes son basesfe

BEEE 5

: «1—| «2—| «l—| : : «1—| «1—| ((1—|

Determina una base de los subespacios siguientes. Indica su diomensi
a), =f12B C+B+C+B*Q Rg

b) =fG*G GG 2R":3G, 3G, 153, 11G=0G 3G, G, G=02G, 3G,
113, 8& =09
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Subespacios, ecuaciones y bases

Hemos probado que el conjunto de soluciones de un sistema hemag es un subespacio
vectorial de un espaci® puesto que si 1Y - » son soluciones del sistema homageo- = ©
y Ue\V2 R se tiene quéJ-; , V-, tambien es solu@n de ese sistema homegeo.

Vamos a ver en esta le@ri como podemos pasar de lasuacionede un subespacio a obtener
un sistema de generadores del mismo y alesvdado un sistema de generadores de un subespacio
como conseguir las ecuaciones que lo describen. En el fondo, estas cuestiaressésmtionadas
con elteorema de Rouetm®benius

Ejemplo 5.1.Sea el conjunto de soluciones del sistema

G & .G .,4G =0
G .26 G 6G =0

G .2 2G =0
25 .63 ,4G =0
Para describir vamos a resolver el sistema:
1 11 40 1 11 40 1 11 40
1 21 60 | O 12 20 | 0O 12 20
c 1220 ,-, ,0 1220 ,., ,0 00 00
2 0 6 40424210 2440424220 00 00
Podemos tomar como pametrosG = _* G=",dedondéa= 2 2y
G=6 g 4G= 2,2 _ 4&£=3 2
Por tanto,
Q—a 3— 2& 38. 23
Gp_ 2 2p C2p .72
R - . ® —-1® -0®
((Qﬂ « = ((O—l ((1—|

© 3
: . o - 2R
Eso nos muestra que toda solanidel sistema es combinaxi lineal de los vectores 1 y
0

© % n© % © % 0

-2® - 2R-2®,

- o &o, en otras palabras, que="! - : 0& Ademas, esos dos vectores forman una base
1 0 1

| . Y KT A
de , puesto que son linealmente independientes.

25
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Observacion 5.1. El sistema de ecuacione€®= 1

éoncl, 0., , 0=G=1;
021G, 0z, , 0xG=1;

§O<1Q,O<ZGZ’ N 0<:(?1:1<

podemos pensarlo como la expresi

011 012

@321 %22 @)23 @
Q 031 Gz 032 G- 033’ G- 03: = 13

((0< 1 (<O< 2 ((0< 3 ((0<: - ((1< -

L
-1 R ) L .
En caso de que haya soloaq, - 1,§sera combinaadn lineal de las columnas de la matriz y,
®

((1< |
en virtud de la Proposicin 3.1, el subespacio generado por las columnas deincidir a con el

subespacio generado por las columnas de

0117 012 013 0= 1;
%21 022 023 0= 12
= Ogl 0§2 0§3 ) 0§: 1’;'3
- n A

<<O<1 O<2 O<3 0<: 1<—|
denominadamnatriz ampliaday, por lo tanto,A0=6% ° = A0=6% ©°.
1;
a
G5
Por otra parte, si no hay soluon, - 1,,3sera linealmente independiente de las columnas de

= 1 \h
”

((1< =
y, por tanto,A0=6% °; A0=6% °,

Ademas, en el caso de que el sistema sea compatiblejreleno de paametros del que va a
depender la soluon es= A0=6? ©”

Acabamos de probar dleorema de RoughFrobenius

Teorema A. Dado un sistema de ecuaciones lineales comcognitas

%oncl, 0., , 0=G=1;
021G, 03, , 0=G =1,

:§o<1q, 0<,G, . 0-G=1
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Si los rangos de las matrices de los coe€cierftgsampliada® © son iguales, el sistema es com-
patible (tiene soluan). En ese caso,

= si el rumero de inggnitas es igual a dicho rango,asdeterminado (solwm unica)
= si el rumero de inggnitas es mayor que el rango, el sistema es indeterminado (tiene in€nitas
soluciones) y elumero de pametros de los que depende ef\0=6% °

Cuando los rangos de las matrices de los coe€cientes y ampliada son distintos, el sistema es
incompatible (no tiene soloaqi).

Proposicion 5.1. Sea un subespacio vectorial@ede dimensin: ysea =R """®(
una base de. Entonces, para ca@? existen unosumeroaunicosGe Ge” " "+ Gales que

G=-GR, G®, |, GB’

Demostracion. Por ser base, ese conjunto es sistema generador y, por tanto, existen unos
numerosunicosGe G+ """+ Qales que®= GB®, GB®, , G B’Paraprobar que esos coe€cientes
Nno sonunicos, supongamos gqu®se puede expresar de dos formas distintas en fanae los
vectores de la base

=GB, GB, , GB=-®, 6 B, , -
De ah que
GR, GB, , GB '-®, B, , ~B=0
y, por tanto, que
G 1°®,'G B, ,!G ~®=@
es una combinaoi lineal de elementos de igualada &’ Como es base, es linealmente inde-
pendiente y por tanto los coe€cientes de esa combimadineal han de ser todos nulos. As

G ~1=G=~= =G ~ =0
0, equivalentemente,

G=~1 G=pr "G~
Con lo que, en realidad, solo hay una forma de expré®an la base”

Definici on5.1.Llamaremogoordenadade un vectoBrespecto de unabase= fR<EB» " " "Eg
a los coe€ciente§e G’ " "« Qales que

G=-GB, G®, , G

Usaremos la notaon
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Ejemplo 5.2.1.- La base camica deR™ es la base

®
. e S .
Las coordenadas de un vector €jat@= -C,";»commden con la expresih del vector. Eso es,
®

((Q_I

G‘la
S
B, = -
((G_I

A,

2.- Consideremos eR® las bases, = -0®-1@-0® y 1= -1@-1®-0®

(<0—| (<O—| ((1—| ((1—| ((O—| ((O—|

1
Si llamamo®= 0@ ®= @%(1@ ,[B= E®0 %)
((O—| ((L « L

Se tiene que

a a a a
B, = porque®: 1 0@ 0 -@§®, 0@
K«

KL ((O—| ((1*|
Oa a
B = porque®: 0 @ﬁlla® 0 @ﬁlla®
[ | ((L ((O—I ((O—I
S & &
»®, = -2®porque®=3 -0®, 2 -1®, 1 -0®
«m ((0—| ((O—| ((L
»® = -1®porque®= 1 @%?@ 1 @%?@
LK «L (<Oﬂ (<Oﬂ
©1 a (%a @'
A®L, = - 0®porque®=1 -0®, 0 -1® 1 -0®
« = ((O—l ((O—l ((1—|

_©l"1 _ @%ﬁ @%ﬁ O,
A® = - 1®porque®= 1 -1®, 1 -1®, 1 -0®

« | ((L ((O = ((O =
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Ejercicios propuestos 5.1.

Determina, en funan del paametro0 2 R, cuando los siguientes sistemas son compati-
bles. En esos casos, restelos.

3G ~, 2=3 G 0~ I= 1
a) G ~ =3 b)) GL0 - =1
2G 2~ 3=0 2G 2-10 2= 1

5

Para cada uno de los sistemas horangos siguientes, determina una base de su conjunto
de soluciones y expresa la solooigeneral como combinamn lineal de esas solucionesgicas.

5

G
b) 2%

5 5

v

tafalta

5

G
.G,

5

a)

iokolo
OO

v

G
G
. 2G,

@00
L4
&L &
LAY

& G
, 23 G
.33, G, 3G

v

Escribe las coordenadas de los vectores dados respecto de las bases dadas:

1 a n Oa o
aE=00 55?@%@9@
« L ((L ((O | ((L

1, nqa 2 ~0,0
0E=200 = doZ1e
« L ((O_l ((LI « L

Sea el subespacio dB* formado por las soluciones del sistema

G, G, 1G 1G=0
3G, 4z & 6G=0
G, G, 4G 5&=0
n© % €20
- IR -3
a) Prueba que = - 1- ®) es una base de.
-1® -0®
« 0 = ((l_l
a
b) Comprueba qu®= 522 " Calcula las coordenadas @&respecto des »&.”

3
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