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LECCIÓN 1

Método de Gauss de resolución de sistemas de ecuaciones.

Definición 1.1. Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de igualdades que involu-

cran sumas y restas de términos formados por productos de contantes y variables elevadas,como

mucho, a la primera potencia.

8>>>>>><>>>>>>:
011G1 ‚ 012G2 ‚ � � � ‚ 01=G= = 11

021G1 ‚ 022G2 ‚ � � � ‚ 02=G= = 12

���

0<1G1 ‚ 0<2G2 ‚ � � � ‚ 0<=G= = 1<

08 9 �! coe�cientes

G8 �! incógnitas

18 �! Término independiente

El sistema de ecuaciones 8>>>>>><>>>>>>:
011G1 ‚ 012G2 ‚ � � � ‚ 01=G= = 11

021G1 ‚ 022G2 ‚ � � � ‚ 02=G= = 12

���

0<1G1 ‚ 0<2G2 ‚ � � � ‚ 0<=G= = 1<

puede escribirse en modo matricial como

'›››››«
011 012 013 � � � 01=

021 022 023 � � � 02=

031 032 033 � � � 03=
���

���
���

� � �
���

0<1 0<2 0<3 � � � 0<=

“fififififi‹|                              {z                              }
�

�

'›››››«
G1

G2

G3

���

G=

“fififififi‹|{z}
-

=

'›››››«
11

12

13

���

1<

“fififififi‹|{z}
�

() � - = �

y en modo de tabla como

011 012 013 � � � 01= 11

021 022 023 � � � 02= 12

031 032 033 � � � 03= 13

���
���

���
� � �

���
���

0<1 0<2 0<3 � � � 0<= 1<|                                     {z                                     }
�j�

Definición 1.2. Llamamos solución de un sistema de ecuaciones a los valores de las incógni-

tas que satisfacen las ecuaciones.
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4 1. MÉTODO DE GAUSS DE RESOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES.

Ejemplo 1.1. �
G ‚ ~ = 3

�G ‚ ~ = �1
=)

�
1 1

�1 1
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�1
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�
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�
Proposición 1.1. Un sistema de ecuaciones lineales puede tener o no solución. Si tiene solución,

tiene una solución o in�nitas.

Definición 1.3. Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si tienen el mismo con-

junto de soluciones.

Proposición 1.2. Si a un sistema de ecuaciones lineales le aplicamos una operación elemental
entre sus ecuaciones (sumarlas, cambiarlas de orden o multiplicarlas por números no nulos) el sistema
que se obtiene es un sistema equivalente.

Observar que toda aplicación elemental se puede describir mediante una matriz elemental, es

decir, aquellas matrices que se obtiene al realizar la operación elemental sobre la matriz identidad.

Ejemplo 1.2.�
G ‚ ~ = 3

�G ‚ ~ = �1
=)
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1 0
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�
�G ‚ ~ = �1

G ‚ ~ = 3

El método de Gauss de resolución de sistemas de ecuaciones se basa en el método de reduc-
ción esto es, partiendo de un sistema de ecuaciones haremos operaciones elementales entre estas

(sumarlas, cambiarlas de orden o multiplicarlas por números no nulos) de modo que se llegue a

un sistema equivalente (i.e. un sistema que tiene las mismas soluciones) pero que es mucho más

fácil de manejar.

Para poder aplicar el método puede interesarnos escribir un sistema de ecuaciones en forma

matricial o como una tabla.

Ejemplo 1.3. Resolución del sistema8>>><>>>:
G ‚ 2~ ‚ 3I = 9

2G � ~ ‚ I = 8

3G � I = 3

Podemos escribir el sistema como una tabla

1 2 3 9

2 �1 1 8

3 0 �1 3

vamos a pivotar respecto al elemento (1,1). Eso quiere decir que haremos operaciones en las

�las de la matriz para que debajo de ese elemento queden 0s.

1 2 3 9

2 �1 1 8

3 0 �1 3

�!
�2 = �2 � 2�1

�3 = �3 � 3�1

1 2 3 9

0 �5 �5 �10

0 �6 �10 �24



1. MÉTODO DE GAUSS DE RESOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES. 5

Ahora pivotamos en el elemento (2,2)

1 2 3 9

0 �5 �5 �10

0 �6 �10 �24

�!
�2 = � 1

5
�2

1 2 3 9

0 1 1 2

0 �6 �10 �24

�!
�2 = � 1

5
�2

1 2 3 9

0 1 1 2

0 0 �4 �12

�!
�3 = � 1

4
�3

1 2 3 9

0 1 1 2

0 0 1 3

!
1 2 3 9

0 1 1 2

0 0 1 3 ) I = 3

!
1 2 3 9

0 1 1 2 ) ~ = 2 � I = �1

0 0 1 3

!
1 2 3 9 ) G = 9 � 2~ � 3I = 2

0 1 1 2

0 0 1 3

Ejemplo 1.4. Resolución del sistema8>>><>>>:
G ‚ ~ ‚ 2I = 2

G � 2~ � 2I = 0

G ‚ 2~ ‚ 2II = 1

1 1 2 2

1 �2 �2 0

1 2 2 1

�!
�2 = �2 � �1

�3 = �3 � �1

1 1 2 2

0 �3 �4 �2

0 1 0 �1

A partir de ahı́ podemos ver claramente que ~ = �1.

Sustituyendo este valor que hemos hallado en la segunda ecuación podemos determinar el

valor de I y, �nalmente, sustituyendo esos dos valores en la primera ecuación deduciremos el

valor de G .

�3~ � 4I = �2) 3 � 4I = �2) I =
5

4

G ‚ ~ ‚ 2I = 2) G � 1 ‚ 5

2

= 2) G =
1

2

Alternativamente, podrı́amos haber seguido haciendo operaciones entre las �las de la tabla

que representa el sistema hasta llegar a la izquierda de la barra vertical a la matriz identidad. En

ese caso tendrı́amos automáticamente las soluciones en la columna de la derecha. Esa versión es

la que se conoce como método de Gauss-Jordan.

Ejemplo 1.5. Resolución del sistema8>>><>>>:
G ‚ ~ ‚ 2I = 2

G � 2~ � 2I = 0

G ‚ 2~ ‚ 2I = 1

por el método de Gauss-Jordan.

1 1 2 2

1 �2 �2 0

1 2 2 1

�!
�2 = �2 � �1

�3 = �3 � �1

1 1 2 2

0 �3 �4 �2

0 1 0 �1

�!
�2$�3

1 1 2 2

0 1 0 �1

0 �3 �4 �2

�!
�3=�3‚3�2



6 1. MÉTODO DE GAUSS DE RESOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES.

1 1 2 2

0 1 0 �1

0 0 �4 �5

�!
�3=� 1

4
�3

1 1 2 2

0 1 0 �1

0 0 1 5�4
�!

�1=�1��2�2�3

1 0 0 1�2
0 1 0 �1

0 0 1 5�4
Reinterpretando esa tabla como un sistema de ecuaciones llegarı́amos a

G = 1�2
~ = �1

I = 5�4
con lo que tenemos resuelto el sistema.

Sistemas compatibles e incompatibles; sistemas determinados e indeterminados

Se dice que un sistema de ecuaciones es compatible cuando tiene solución. Si la solución es

única el sistema se denomina compatible determinado y si hay más de una (de hecho en este caso

habrá in�nitas) se dice que es un sistema compatible indeterminado.

El método de Gauss nos permite conocer ante qué tipo de sistema estamos sin más que ob-

servar la matriz del sistema cuando se ha puesto en forma escalonada.

Ejemplo 1.6. Discutir si los siguientes sistemas son compatibles o incompatibles. Resolverlos

en caso de compatibilidad.

„0”

8>>><>>>:
G ‚ ~ ‚ I = 6

G � ~ ‚ 2I = 5

G � 3~ ‚ 3I = 4

„1”

8>>><>>>:
G ‚ ~ ‚ I = 1

G � ~ ‚ 2I = 0

G � 3~ ‚ 3I = 1

En el caso (a) La resolución por el método de Gauss nos lleva a los siguientes pasos:

1 1 1 6

1 �1 2 5

1 �3 3 4

�!
�2 = �2 � �1

�3 = �3 � �1

1 1 1 6

0 �2 1 �1

0 �4 2 �2

�!
�3=�3�2�2

1 1 1 6

0 �2 1 �1

0 0 0 0

En el primer paso ya vemos que las dos últimas �las son proporcionales, por lo que considerar

las dos o solo una de ellas no aporta más información al sistema. Si, sin embargo, continuamos

escalonando la matriz llegamos a la situación en la que la última lı́nea está completamente llena de

ceros. Más adelante incidiremos en ello, pero ese es el caso tı́pico que se presenta cuando tenemos

un sistema indeterminado.

A partir de ahı́, observamos que, si damos un valor arbitrario _ a la variable y, la información

de la segunda lı́nea de esa matriz nos permite asigurar que I = �1 ‚ 2~ = �1 ‚ 2_ y llevando este

valor a la primera lı́nea obtendrı́amos que G = 6 � ~ � I = 6 � _ � „�1 ‚ 2_” = 7 � 3_. Hemos

resuelto el sistema, en función de un parámetro. El sistema es compatible indeterminado.

En el segundo caso, al resolver por el método de Gauss llegamos a

1 1 1 1

1 �1 2 0

1 �3 3 1

�!
�2 = �2 � �1

�3 = �3 � �1

1 1 1 1

0 �2 1 �1

0 �4 2 0

�!
�3=�3�2�2

1 1 1 1

0 �2 1 �1

0 0 0 2
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La última lı́nea a�rma que 0G ‚ 0~ ‚ 0I = 2. Sabemos que no hay números G�~� I que veri�quen

esa relación y, por tanto, el sistema es incompatible (esto es, no tiene solución).

Ejemplo 1.7. Resuelve, usando el método de Gauss, el sistema de ecuaciones

2G �3~ �I ‚2F ‚3E = 4

4G �4~ �I ‚4F ‚11E = 4

2G �5~ �2I ‚2F �E = 9

2~ ‚I ‚4E = �5

Hacemos operaciones elementales en la tabla asociada al sistema

2 �3 �1 2 3 4

4 �4 �1 4 11 4

2 �5 �2 2 �1 9

0 2 1 0 4 �5

�!
�3 = �3 ‚ �2

�4 = �4 � �2

2 �3 �1 2 3 4

0 2 1 0 5 �4

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 �1 �1

�!
�2 = �2 � 2�1

�3 = �3 � �1

2 �3 �1 2 3 4

0 2 1 0 5 �4

0 �2 �1 0 �4 5

0 2 1 0 4 �5

�!
�4=�4‚�3

2 �3 �1 2 3 4

0 2 1 0 5 �4

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0

Hemos marcado las variables que vamos a poder deducir a partir de las otras. El sistema va

a depender de dos parámetros (tenemos libertad para elegir los valores de dos de las variables) y

expresaremos el resto a partir de ellas. Ası́, tomando como variables libres ~ yF nos queda

E = 1 (sale de la tercera ecuación)

I = �4 � 2~ � 5E = �9 � 2~ (sale de la segunda ecuación)

G = 1

2
„4 ‚ 3~ ‚ I � 2F � 3E” = 1

2
„4 ‚ 3~ � 9 � 2~ � 2F � 3” = �4 ‚ 1

2
~ �F (sale de la primera

ecuación)



8 1. MÉTODO DE GAUSS DE RESOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES.

Ejercicios propuestos 1.1.

1 Resuelve, mediante el método de Gauss, los sistemas compatibles determinados siguientes:

a)

G ‚2~ �4I = �4

5G ‚11~ �21I = �22

3G �2~ ‚3I = 11

b)

�G ‚5~ = �8

�2G ‚5~ ‚5I ‚2C = 9

�3G �~ ‚3I ‚C = 3

7G ‚6~ ‚5I ‚C = 30

2 Estudia y resuelve, mediante el método de Gauss, los sistemas siguientes:

a)

G � ~ ‚ I ‚ C = 1

G ‚ ~ ‚ C = 3

G ‚ 3~ � I ‚ C = 4

b)

3G ‚2~ �5I = 4

G ‚~ �2I = 1

5G ‚3~ �8I = 6

3 Determina para qué valor de C el siguiente sistema tiene solución.

�G ‚I �F = 3

2G ‚2~ �I �7F = 1

4G �2~ �9I �5F = C

3G �~ �8I �6F = 1



LECCIÓN 2

Sistemas de ecuaciones simultáneos. Matriz inversa

Ejemplo 2.1. Dada la matriz � =
'›«
1 1 2

1 �2 �2

1 2 3

“fi‹ encuentra una matriz - =
'›«
011 012 013

021 022 023

031 032 033

“fi‹ tal

que � � - = � � donde � es la matriz identidad.

Vamos a pensar el problema “a lo bruto”:

'›«
1 1 2

1 �2 �2

1 2 3

“fi‹ � '›«
011 012 013

021 022 023

031 032 033

“fi‹ =
'›«

1 0 0

0 1 0

0 0 1

“fi‹
Resolver esa ecuación matricial equivale a resolver tres sistemas de ecuaciones con la misma

matriz de coe�cientes'›«
1 1 2

1 �2 �2

1 2 3

“fi‹ '›«
011

021

031

“fi‹ =
'›«

1

0

0

“fi‹ � '›«
1 1 2

1 �2 �2

1 2 3

“fi‹ '›«
012

022

032

“fi‹ =
'›«

0

1

0

“fi‹ � '›«
1 1 2

1 �2 �2

1 2 3

“fi‹ '›«
013

023

033

“fi‹ =
'›«

0

0

1

“fi‹
Como al aplicar el método de Gauss nos interesa escalonar la matriz de coe�cientes, podemos

escribir los tres sistemas de golpe:

1 1 2 1 0 0

1 �2 �2 0 1 0

1 2 3 0 0 1

Cuando tomemos como términos independientes la columna roja, las incógnitas serán011� 021� 031,

cuando consideremos la segunda columna de términos independientes las incógnitas serán la se-

gunda columna y cuando consideremos la tercera columna de términos independientes, al resol-

ver obtendremos la tercera columna de la matriz de incógnitas: 013� 023� 033. ASı́, vamos a resol-

verlo.

1 1 2 1 0 0

1 �2 �2 0 1 0

1 2 3 0 0 1

�!
�2 = �2 � �1

�3 = �3 � �1

1 1 2 1 0 0

0 �3 �4 �1 1 0

0 1 1 �1 0 1

�!
�2 = �2 ‚ 3�3

1 1 2 1 0 0

0 0 �1 �4 1 3

0 1 1 �1 0 1

�!
�3 = �3 ‚ �2

1 1 2 1 0 0

0 0 �1 �4 1 3

0 1 0 �5 1 4

�!
�1 = �1 � �3

1 0 2 6 �1 �4

0 0 �1 �4 1 3

0 1 0 �5 1 4

�!
�1 = �1 ‚ 2�2

1 0 0 �2 1 2

0 0 �1 �4 1 3

0 1 0 �5 1 4

�!
�2 = �3

�3 = ��2

9



10 2. SISTEMAS DE ECUACIONES SIMULTÁNEOS. MATRIZ INVERSA

1 0 0 �2 1 2

0 1 0 �5 1 4

0 0 1 4 �1 �3

La matriz que acabamos de hallar, - =
'›«
�2 1 2

�5 1 4

4 �1 �3

“fi‹ � veri�ca que � � - = � , justo lo que

buscábamos.

Observación 2.1. Sabemos que el producto de matrices no es conmutativo, esto es, en general

dadas dos matrices � y � no se tiene que �� = ��. La matriz - que hemos hallado en el ejemplo

anterior es lo que se denomina una inversa por la derecha.

Una inversa por la izquierda es una matriz . tal que .� = � . Utilizando matrices traspuestas

y el procedimiento que acabamos de hacer para inversas por la derecha nos permitirı́a calcular

inversas por la izquierda:

.� = � $ �C. C = �

por tanto, para calcular una inversa por la izquierda de � podrı́amos calcular una inversa por la

derecha de �C y trasponer ese resultado.

En realidad, hablaremos de la inversa de una matriz puesto que coinciden la inversa por la

derecha y la inversa por la izquierda.

En efecto, supongamos que .� = � y que �- = � . Entonces

�- = �

. „�- ” = .

„.�” - = .

� - = .

- = .

Ası́, ya no tenemos necesidad de distinguir entre inversa por la izquierda e inversa por la

derecha.

Ejemplo 2.2. Calcular las matrices inversas de

� =
'›«
1 1 1

0 2 3

5 5 1

“fi‹ y � =

'›››«
2 0 0 �2

1 3 1 0

0 0 �3 0

1 2 0 0

“fififi‹
Proposición 2.1. Si � y � son matrices invertibles, se veri�ca:
1. „��1”�1 = �

2. ��”�1 = ��1��1

3. „�C ”�1 = „��1”C
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Ejemplo 2.3. Vamos a mostrar una aplicación de las matrices y sus inversas a la codi�cación

de mensajes. Para ello vamos a hacer una asociación entre letras y números:

- A B C D E F G H I J K L M N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Ñ O P Q R S T U V W X Y Z ? *

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Podemos usar la matriz � =

�
1 2

1 3

�
para codi�car la frase BUENOS DIAS.

Para eso haremos pares de letras (lo escribiremos por columnas) y después asociaremos núme-

ros a cada uno de esos pares

B E O - I S

U N S D A -

o, equivalentemente,

3 6 17 1 10 21

23 15 21 5 2 1

Si nuestro código consiste en multiplicar por la matriz � nuestro mensaje codi�cado serı́a

49 36 59 11 14 23

72 51 80 16 16 24

que es lo mismo que

Q E ? J M U

K S R Ñ Ñ V

El siguiente grupo de letras esconde un nombre. Se ha codi�cado con la misma matriz. ¿Puedes

descubrirlo?

A N P C G W P - T

O D H D I Y R P U

Ejercicios propuestos 2.1.

Un mensaje se ha codi�cado usando la matriz
'›«
1 3 3

1 4 3

1 3 4

“fi‹ �
El texto que vemos es: N E F G L P R W S E F G H ? X H J ? H Q *
¿Puedes conocer el mensaje original?

(El texto que aparece en lı́nea tendrás que escribirlo por columnas. La inversa de la matriz

debes calcularla “a mano” para practicar. El resto puedes hacerlo usando un ordenador para mul-

tiplicar matrices)





LECCIÓN 3

Espacios vectoriales. Combinaciones lineales

Definición 3.1. Se dice que un conjunto � tiene estructura de R�espacio vectorial si sobre

él están de�nidas dos operaciones ‚ : � � � ! � y � : R � � ! � que veri�can las siguientes

propiedades:

1.- Para cada fiG� fi~ 2 � se tiene que fiG ‚ fi~ = fi~ ‚ fiG
2.- Para cada fiG� fi~� fiI 2 � se tiene que „ fiG ‚ fi~” ‚ fiI = fiG ‚ „fi~ ‚ fiI”
3.- Existe un elemento fi0 2 � tal que fi0 ‚ fiG = fiG para todo fiG 2 �
4.- Para cada fiG 2 � existe fix 2 � tal que fiG ‚ fix = fi0.

5.- 1 � fiG = fiG para cada fiG 2 �
6.- Para cada par de números U� V 2 R y cada vector fiG 2 � se veri�ca que U � „V fiG” = „UV” fiG
7.- Para cada par de números U� V 2 R y cada vector fiG 2 � se veri�ca que „U ‚ V” fiG = U fiG ‚ V fiG
8.- Para cada números U 2 R y cada par de vectores fiG� fi~ 2 � se veri�ca que U „ fiG ‚ fi~” = U fiG ‚U fi~

A los elemento de un espacio vectorial se les denomina vectores.

Ejemplo 3.1. El conjunto R2 = f„G�~” �G�~ 2 Rg con las operaciones:

‚ : R2 � R2 ! R2

„G�~”� „G0� ~0” 7! „G ‚ G0� ~ ‚ ~0”
� : R � R2 ! R2

_� „G�~” 7! „_G� _~”

es un espacio vectorial

Hay muchos ejemplos de conjuntos que se usan en matemáticas y que tienen estructura de

espacio vectorial, como R= = f„G1 � � � � G= �G8 2 Rg con con las operaciones usuales de suma de

n-tuplas y producto por un escalar, Mm�n con con las operaciones usuales de suma de matrices y

producto por un escalar, %= = f0=G= ‚ � � � ‚ 01G ‚ 00 �08� G8 2 Rg con con las operaciones usuales

de suma de polinomios y producto por un escalar. Debido a lo breve de este curso introductorio

los únicos ejemplos de espacios vectoriales que vamos a considerar son los espacios R= que ge-

neralizan a los espacios R2
y R3

(estudiados previamente y que representan al plano y al espacio,

respectivamente).

Definición 3.2. Diremos que un subconjunto � de � es un subespacio vectorial de � si, con la

suma y producto por escalares heredados de � tiene estructura de espacio vectorial. Para ello es

una condición necesaria y su�ciente que se veri�quen las tres propiedades siguientes:

1. � < ;
2. Para cada fiG� fi~ 2 � se tiene que fiG ‚ fi~ 2 �
3. Para cada U 2 R y cada fiG 2 � se tiene que U fiG 2 �

13



14 3. ESPACIOS VECTORIALES. COMBINACIONES LINEALES

Ejemplo 3.2. Un sistema de ecuaciones se dice que es un sistema homogéneo si la columna

correspondiente a los términos independientes está compuesta por ceros. Esto es, los sistemas

homogéneos son los sistemas de la forma

'›››››«
011 012 013 � � � 01=

021 022 023 � � � 02=

031 032 033 � � � 03=
���

���
���

� � �
���

0<1 0<2 0<3 � � � 0<=

“fififififi‹
�

'›››››«
G1

G2

G3

���

G=

“fififififi‹
=

'›››››«
0

0

0

���

0

“fififififi‹
El conjunto de soluciones de un sistema homogéneo es un subespacio vectorial de R= . De

hecho, todos los subespacios vectoriales de R= se pùeden interpretar como los conjuntos de so-

luciones de sistemas homogéneos con = incógnitas.

En lo que sigue procuraremos escribir a los vectores con letras latinas y una �echa encima y a

los escalares con letras griegas, aunque no siempre va a ser esto ası́ (por ejemplo, a las coordenadas

de un vector se les denotará normalmente con las letras G1� G2� � � � y esos son caracteres latinos).

Esperamos que esta notación ayude y no cree confusión.

Definición 3.3. 1) Sean _1� _2� � � � � _< 2 K y sean fiG1� fiG2� � � � � fiG< 2 �. Diremos que

fiG = _1fiG1 ‚ _2fiG2 ‚ � � � ‚ _< fiG<
es una combinación lineal de los vectores fiG1� fiG2� � � � � fiG< �

2) Al conjunto de todas las combinaciones lineales de fiG1� fiG2� � � � � fiG< lo denotaremos por!

�
fiG1� fiG2� � � � � fiG<

�
�

A ese conjunto lo llamaremos subespacio generado por fiG1� fiG2� � � � � fiG< �
3) Diremos que ffiG1� fiG2� � � � � fiG<g es un conjunto linealmente independiente si al escribir fi0 como

combinación lineal de esos vectores la única posibilidad es que todos los coe�cientes sean nulos

(_1 = _2 = � � � = _< = 0).

4) Diremos que ffiG1� fiG2� � � � � fiG<g es un conjunto linealmente dependiente si no es linealmente

independiente. Esto es, existen posibilidades para escribir fi0 como combinación lineal de esos

vectores de modo que no todos los coe�cientes sean nulos.

Ejemplo 3.3. a) El vector
'›«
�5

�2

3

“fi‹ es combinación lineal de los vectores
'›«
�3

�2

1

“fi‹ y
'›«
�2

�2

0

“fi‹ porque

'›«
�5

�2

3

“fi‹ = 3
'›«
�3

�2

1

“fi‹ � 2
'›«
�2

�2

0

“fi‹.

b) El conjunto

8>><>>:'›«
�5

�2

3

“fi‹ � '›«
�3

�2

1

“fi‹ � '›«
�2

�2

0

“fi‹
9>>=>>; es linealmente dependiente porque

'›«
�5

�2

3

“fi‹ � 3
'›«
�3

�2

1

“fi‹ ‚ 2
'›«
�2

�2

0

“fi‹ =
'›«
0

0

0

“fi‹
y, obviamente, los coe�cientes de esa combinación lineal no son nulos.
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Ejemplo 3.4.Para determinar si los vectores

8>><

>>
:

©
­
«

1
2
3

ª
®
¬

•©­
«

1
2
0

ª
®
¬

•©­
«

2
4
3

ª
®
¬

9>>=

>>
;

son linealmente dependientes o

linealmente independientes podemos plantear una combinaci�on lineal nula

_1
©
­
«

1
2
3

ª
®
¬

¸ _2
©
­
«

1
2
0

ª
®
¬

¸ _3
©
­
«

2
4
3

ª
®
¬

= ©
­
«

0
0
0

ª
®
¬

y ver si todos los_8 tienen que ser 0 o si, por el contrario, hay posibilidades de hacer una combi-
naci�on en la que no todos los coe€cientes sean 0.

La relaci�on que acabamos de escribir puede reescribirse tambi�en como un sistemas de ecua-
ciones. Lo representaremos de forma matricial:

©
­
«

1 1 2
2 2 4
3 0 3

ª
®
¬

� ©
­
«

_1
_2
_3

ª
®
¬

= ©
­
«

0
0
0

ª
®
¬

o, equivalentemente, representado como tabla, para que sea m�as f�acil su resoluci�on.

1 1 2 0
2 2 4 0
3 0 3 0

Si el sistema fuera compatible determinado, por tratarse de un sistema homog�eneo, la�unica
soluci�on ser��a_1 = _2 = _3 = 0 y, por tanto, los vectores dados ser��an linealmente independientes.
Por el contrario, si el sistema resultase ser indeterminado, habr��a soluciones en la que no todos
los_8 son 0 y, consecuentemente, el conjunto de vectores ser��a linealmente dependiente.

De este modo, para estudiar la dependencia o independencia lineal basta estudiar si el sistema
que resulta es, respectivamente, indeterminado o determinado. Veamos qu�e ocurre en este caso:

1 1 2 0
2 2 4 0
3 0 3 0

�!
� 2 = � 2 � 2� 1
� 3 = � 3 � 3� 1

1 1 2 0
0 0 0 0
0 � 3 � 3 0

Esa matriz es t��pica de un sistema compatible indeterminado puesto que en realidad solo tiene
2 €las que resultan ser signi€cativas. As��, los vectores dados son linealmente dependientes.

Observaci �on 3.1. El m�etodo que hemos seguido en el ejemplo 8 es el camino "habitual"pero
en este caso concreto, debido a los n�umeros que aparecen en el problema, podr��a haberse simpli-
€cado bastante si hubi�esemos observado que

©
­
«

1
2
3

ª
®
¬

¸ ©
­
«

1
2
0

ª
®
¬

� ©
­
«

2
4
3

ª
®
¬

= ©
­
«

0
0
0

ª
®
¬

En �algebra lineal y, en general, en matem�aticas conviene observar los datos que tenemos y
qu�e podemos hacer con ellos antes de empezar a operar autom�aticamente. Si nos damos cuenta
del detalle anterior nos habr��amos ahorrado bastantes operaciones.



16 3. ESPACIOS VECTORIALES. COMBINACIONES LINEALES

Ejemplo 3.5.Para determinar si los vectores

8>><

>>
:

©
­
«

1
� 1
5

ª
®
¬

•©­
«

2
7
3

ª
®
¬

•©­
«

1
3

� 2

ª
®
¬

9>>=

>>
;

son linealmente dependien-

tes o linealmente independientes podemos, an�alogamente a como hemos hecho en el ejemplo
anterior, resolver el sistema

1 2 1 0
� 1 7 3 0
5 3 � 2 0

Si el sistema es compatible determinado los vectores dados ser��an linealmente independientes
mientras que si es indeterminado el conjunto de vectores es linealmente dependiente.

1 2 1 0
� 1 7 3 0
5 3 � 2 0

�!
� 2 = � 2 ¸ � 1
� 3 = � 3 � 5� 1

1 1 1 0
0 9 4 0
0 � 7 � 7 0

Esa matriz es t��pica de un sistema compatible determinado, por lo que los vectores dados son
linealmente independientes: la�unica posibilidad para que se pueda resolver es_1 = _2 = _3 = 0”

Ejemplo 3.6.Estudiaremos ahora un ejemplo en el que tomamos vectores deR4. Los pasos
que debemos aplicar son similares a los de los ejemplos anteriores. Nuestro conjunto de vectores

ahora ser�a
n©

­
­
­
«

1
� 1
0
2

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

1
� 2
1
0

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

1
1
2
6

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

4
� 6
� 2
4

ª
®
®
®
¬

o
”

Plantearemos el sistema que nos dar�a la dependencia o independencia lineal y lo resolvemos
por el m�etodo de Gauss:

1 � 1 1 4 0
� 1 2 1 � 6 0
0 1 2 � 2 0
2 0 6 4 0

�!
� 2 = � 2 ¸ � 1
� 4 = � 4 � 2� 1

1 � 1 1 4 0
0 1 2 � 2 0
0 1 2 � 2 0
0 � 1 7 8 0

�!
� 3 = � 3 � � 2
� 4 = � 4 ¸ � 2

1 � 1 1 4 0
0 1 2 � 2 0
0 0 0 0 0
0 0 9 6 0

A partir de esa expresi�on vemos que el conjunto es linealmente dependiente (existen valores de
_8 no todos nulos tales que se puede plantear con ellos una combinaci�on lineal nula).

Hasta ahora siempre hemos hecho operaciones elementalespor €laspuesto que afecta-
ban a ecuaciones. Sin embargo, como los vectores los escribiremospor columnas, cuando
hagamos operaciones elementales que afecten a vectores, las haremos por columnas.

Esto es particularmente importante cuando queremos trabajar con sistemas generadores m��ni-
mos: conjuntos de vectores en los que al quitar alguno de ellos los restantes siguen generando
el mismo sistema. M�as adelante vamos a probar un resultado en este sentido pero, de momento,
veamos un ejemplo.
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Ejemplo 3.7.El vector
©
­
«

9
18
18

ª
®
¬

es combinaci�on lineal de los vectores

8>><

>>
:

©
­
«

1
2
3

ª
®
¬

•
©
­
«

1
2
0

ª
®
¬

•
©
­
«

2
4
3

ª
®
¬

9>>=

>>
;

puesto que

©
­
«

9
18
18

ª
®
¬

= 5©
­
«

1
2
3

ª
®
¬

¸ 2©
­
«

1
2
0

ª
®
¬

¸ ©
­
«

2
4
3

ª
®
¬

. Pero podemos tambi�en escribirlo�unicamente como combinaci�on lineal

de los dos primeros y no usar el tercero:©
­
«

9
18
18

ª
®
¬

= 6©
­
«

1
2
3

ª
®
¬

¸ 3©
­
«

1
2
0

ª
®
¬

” Podemos prescindir de�el porque

©
­
«

2
4
3

ª
®
¬

es combinaci�on lineal de

8>><

>>
:

©
­
«

1
2
3

ª
®
¬

•©­
«

1
2
0

ª
®
¬

9>>=

>>
;

Proposici �on 3.1.Sean®G1•®G2• ” ” ” •®G< •®G< ¸ 1 2 R= tales que®G< ¸ 1 es combinaci�on lineal def®G1•®G2• ” ” ” •®G< g.
Entonces

! f®G1•®G2• ” ” ” •®G< •®G< ¸ 1g = ! f®G1•®G2• ” ” ” •®G< g

Demostraci �on. Es obvio que todo vector que puede escribirse como combinaci�on lineal de
f®G1•®G2• ” ” ” •®G< g tambi�en puede escribirse como combinaci�on lineal def®G1•®G2• ” ” ” •®G< •®G< ¸ 1g sin
m�as que poner los mismos coe€cientes en los< primeros vectores y 0 en el�ultimo: si ®E= U1®G1 ¸
U2®G2 ¸ � � � ¸ U< ®G< tambi�en es®E= U1®G1 ¸ U2®G2 ¸ � � � ¸ U< ®G< ¸ 0®G< ¸ 1 y esa es, precisamente, la forma
t��pica de los elementos de! f®G1•®G2• ” ” ” •®G< •®G< ¸ 1g.

Por otra parte, supongamos ahora que®G< ¸ 1 = ` 1®G1 ¸ ` 2®G2 ¸ � � � ¸ `< ®G< y que®E= V1®G1 ¸ V2®G2 ¸
� � � ¸ V< ®G< ¸ V< ¸ 1®G< ¸ 1

Entonces
®E= V1®G1¸ V2®G2¸� � �¸ V< ®G< ¸ V< ¸ 1¹` 1®G1¸ ` 2®G2¸� � �¸ `< ®G< º = ¹V1¸ V< ¸ 1` 1º®G1¸¹ V2¸ V< ¸ 1` 2º®G2¸� � �¸

¹V< ¸ V< ¸ 1`< º®G< , que es una combinaci�on lineal en la que intervienen�unicamente los primeros
< vectores.

�

Ejercicios propuestos 3.1.

1 Resuelve los sistemas homog�eneos

a) 3G¸ ~ ¸ I = 0 b)
� 2G¸ 3~ ¸ I ¸ 4F = 0

G¸ ~ ¸ 2I ¸ 3F = 0
G¸ ~ ¸ I = 0

2 Encuentra una columna de la matriz� =
©
­
«

1 2 � 2 � 1
2 1 � 1 4

� 3 0 3 � 2

ª
®
¬

que se pueda escribir como

combinaci�on lineal del resto.
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3 Dada la matriz� =
©
­
­
­
«

1 3 � 1 2
0 11 � 5 3
2 � 5 3 1
4 1 1 5

ª
®
®
®
¬

determina cu�al es el m�aximo n�umero de €las lineal-

mente independientes que puedes encontrar. Determina cu�al es el m�aximo n�umero de columnas
linealmente independientes que puedes encontrar.



LECCI�ON 4

Sistemas generadores y bases

Lo que viene a decir la proposici�on 3.1 es que cuando tenemos un vector que es combinaci�on
lineal del resto "me sobra"puesto que tanto si lo incluimos o no, el espacio generado es el mis-
mo. Desde el punto de vista pr�actico, la proposici�on anterior nos proporciona un sistema para
conseguir sistemas de generadores m��nimos procediendopor columnas(puesto que operaremos
con vectores) y eliminando vectores que sean combinaci�on lineal de otros. La potencia de ese
resultado se ve cuando se combina con este otro:

Proposici �on 4.1. Si en un sistema generador de un subespacio vectorial� sustituimos un vec-
tor por el que resulta de a~nadirle una combinaci�on lineal de los restantes, el nuevo conjunto sigue
generando el mismo subespacio.

Demostraci �on. Supongamos que partimos del sistema generadorf®G1•®G2• ” ” ” •®G< gy que®~< =
®G< ¸ ` 1®G1 ¸ ` 2®G2 ¸ � � � ¸ `< � 1®G< � 1.

Si un vector®Gpuede escribirse como®G= _1®G1 ¸ _2®G2 ¸ � � � ¸ _< ®G< = _1®G1 ¸ _2®G2 ¸ � � � ¸ _< ¹®~< �
¹` 1®G1 ¸ ` 2®G2 ¸ � � � ¸ `< � 1®G< � 1ºº = ¹_1 � _< ` 1º®G1 ¸ � � � ¸ ¹ _< � 1 � _< `< � 1º®G< � 1 ¸ _< ®~< Es decir, todo
vector generado por el conjunto inicial tambi�en puede ser generado por el conjunto modi€cado.

Por otra parte, si un vector es combinaci�on lineal de los elementos del conjunto modi€cado,
esto es,

®~ = d1®G1 ¸ d2®G2 ¸ � � � ¸ d< ®~<
= d1®G1 ¸ d2®G2 ¸ � � � ¸ d< ¹ ®G< ¸ ` 1®G1 ¸ ` 2®G2 ¸ � � � ¸ `< � 1®G< � 1º
= ¹d1 ¸ d< ` 1º®G1 ¸ ¹ d2 ¸ d< ` 2º®G2 ¸ � � � ¸ ¹ d< � 1 ¸ d< `< � 1º®~< � 1 ¸ d< ®G<

que, obviamente, es combinaci�on lineal de los elementos del conjunto original. Por ello conclui-
mos que ambos conjuntos coinciden. �

Ejemplo 4.1.En virtud de la proposici�on anterior podemos a€rmar que el subespacio

!
n©

­
­
­
«

1
0
0
0

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

0
1
0
0

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

0
0
1
0

ª
®
®
®
¬

o
es el mismo que!

n©
­
­
­
«

1
0
0
0

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

0
1
0
0

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

1
1
1
0

ª
®
®
®
¬

o
puesto que el�ultimo vector se ha susti-

tuido por una combinaci�on lineal de los que hab��a.

Ejemplo 4.2.

Pensemos en el subespacio generado por las columnas de la matriz� =
©
­
­
­
«

1 1 1 1
2 3 6 3
1 1 2 4
2 3 5 0

ª
®
®
®
¬

vamos a

transformar esa matriz, a~nadiendo a cada columna una combinaci�on lineal de otras columnas. El

19



20 4. SISTEMAS GENERADORES Y BASES

espacio generado por las nuevas columnas ser�a el mismo que el que se generaba originalmente.

1 1 1 1
2 3 6 3
1 1 2 4
2 3 5 0

�!
� 2 = � 2 � � 1
� 3 = � 3 � � 1
� 4 = � 4 � � 1

1 0 0 0
2 1 4 1
1 0 1 3
2 1 3 � 2

�!
� 3 = � 3 � 4� 2
� 4 = � 4 � � 2

1 0 0 0
2 1 0 0
1 0 1 3
2 1 � 1 � 3

�!
� 4 = � 4 � 3� 3

1 0 0 0
2 1 0 0
1 0 1 0
2 1 � 1 0

Como el vector®0 obviamente no inƒuye para generar nada, el subespacio generado por las co-

lumnas de la matriz es tambi�en el generado por los vectores
n©

­
­
­
«

1
2
1
2

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

0
1
0
1

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

0
0
1

� 1

ª
®
®
®
¬

o
”La ventaja de este

conjunto de vectores es que es mucho m�as simple que el que ten��amos originalmente. Adem�as,
por tener ceros escalonados se ve a simple vista que esos tres vectores son linealmente indepen-
dientes: empecemos por el que est�a m�as a la derecha: es obvio que el central no es m�ultiplo de �el,
con lo que esos dos�ultimos son linealmente independientes. El primero tampoco depende lineal-
mente de ellos puesto que su primera coordenada es 1 y no puede obtenerse como combinaci�on
lineal de los 0 que hay en la primera coordenada de los otros dos.

Ahora, si quisi�eramos hallar lasecuacionesdel subespacio generado por esos vectores lo que
debemos encontrar es una relaci�on que cumplan sus componentes. Esto es, el subespacio generado
por los tres vectores anteriores es el de las combinaciones lineales de esos tres vectores, esto es, el

conjunto de los
©
­
­
­
«

G1
G2
G3
G4

ª
®
®
®
¬

de la forma
©
­
­
­
«

G1
G2
G3
G4

ª
®
®
®
¬

= _
©
­
­
­
«

1
2
1
2

ª
®
®
®
¬

¸ `
©
­
­
­
«

0
1
0
1

ª
®
®
®
¬

¸ d
©
­
­
­
«

0
0
1

� 1

ª
®
®
®
¬

”Equivalentemente, los vectores que

est�an en el subespacio son los que sus componentesG1• G2• G3• G4 hacen que el sistema en_• `• d

1 0 0 G1
2 1 0 G2
1 0 1 G3
2 1 � 1 G4

sea compatible. Procediendo como habitualmente,

1 0 0 G1
2 1 0 G2
1 0 1 G3
2 1 � 1 G4

�!
� 2 = � 2 � 2� 1
� 3 = � 3 � � 1
� 4 = � 4 � 2� 1

1 0 0 G1
0 1 0 G2 � 2G1
0 0 1 G3 � G1
0 1 � 1 G4 � 2G1

�!
� 4 = � 4 � � 2 ¸ � 3

1 0 0 G1
0 1 0 G2 � 2G1
0 0 1 G3 � G1
0 0 0 G4 � G2 ¸ G3 � G1

Para que el sistema sea compatible ha de serG4� G2¸ G3� G1 = 0. Esta es la ecuaci�on del subespacio
generado por los vectores dados.

En este punto es interesante de€nir el concepto de rango de un sistema de vectores. •iz�as
el estudiante est�a familiarizado con el rango de una matriz, pero podemos extender ese concep-
to a familias de vectores, formalizando as�� una terminolog��a que nos ayude a decir cu�ando hay
"vectores de sobra".
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Definici �on 4.1. Llamaremosrangode un sistema de vectores� = f®E1•®E2• ” ” ” •®E< gal m�aximo
n�umero de vectores linealmente independientes que podemos encontrar en ese conjunto.

Ejemplo 4.3.Se tiene que rango
n©

­
«

1
2
3

ª
®
¬

•©­
«

1
2
0

ª
®
¬

•©­
«

2
4
3

ª
®
¬

•©­
«

9
18
18

ª
®
¬

o
= 2

puesto que los dos primeros vectores son linealmente independientes y los otros dos dependen
linealmente de ellos.

Ejemplo 4.4.Volviendo a los vectores del ejemplo 4.2 podemos a€rmar que

rango
n©

­
­
­
«

1
0
0
0

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

2
1
0
0

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

1
0
1
3

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

2
1

� 1
� 3

ª
®
®
®
¬

o
= 3

puesto que, obviamente, los tres primeros vectores son linealmente independientes y el cuarto
depende linealmente de ellos.

Definici �on 4.2. Dada una matriz� =

©
­
­
­
­
­
«

011 012 013 � � � 01=
021 022 023 � � � 02=
031 032 033 � � � 03=
”””

”””
”””

”””
”””

0< 1 0< 2 0< 3 � � � 0<=

ª
®
®
®
®
®
¬

podemos hablar de suran-

go por €lascomo el rango del sistema de vectores formado por las €las de la matriz y de surango
por columnascomo el rango del sistema formado por las columnas de la matriz.

M�as adelante veremos que en toda matriz coinciden su rango por €las y su rango por colum-
nas, pero todav��a no tenemos las herramientas necesarias para probarlo.

Hasta ahora hemos trabajado con sistemas de generadores, de modo que cualquier vector
puede escribirse como combinaci�on lineal de los vectores que integran ese sistema generador.
El problema que aparece es que un mismo vector puede admitir representaciones diferentes o
incluso en las que interviene un n�umero diferente de vectores. Por ejemplo:

©
­
«

2
4
4

ª
®
¬

= ©
­
«

1
2
1

ª
®
¬

¸ ©
­
«

1
2
0

ª
®
¬

¸ 3©
­
«

0
0
1

ª
®
¬

= 3©
­
«

1
2
1

ª
®
¬

� ©
­
«

1
2
0

ª
®
¬

¸ ©
­
«

0
0
1

ª
®
¬

= 2©
­
«

1
2
0

ª
®
¬

¸ 4©
­
«

0
0
1

ª
®
¬

Nos interesa tener menos arbitrariedad

a la hora de escribir vectores en funci�on de otros que los generan. Para eso vamos a introducir la
idea debaseque no va a resolver todos los problemas pero s�� que va a introducir bastante orden
al trabajar con vectores.

Definici �on 4.3.Sea� un subespacio vectorial deR=. Diremos que un conjunto� = f®D1•®D2• ” ” ” •®D< g �
� es una base de� si es un sistema linealmente independiente y generador, i.e.� = ! f®D1•®D2• ” ” ” •®D< g.

Ejemplo 4.5.Sea� = !
n©

­
«

1
2
1

ª
®
¬

•©­
«

1
2
0

ª
®
¬

•©­
«

0
0
1

ª
®
¬

o
”
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El conjunto
n©

­
«

1
2
1

ª
®
¬

•©­
«

1
2
0

ª
®
¬

•©­
«

0
0
1

ª
®
¬

o
es (por de€nici�on) generador de� pero no es una base de�

puesto que no es linealmente independiente (se tiene que©
­
«

1
2
1

ª
®
¬

= ©
­
«

1
2
0

ª
®
¬

¸ ©
­
«

0
0
1

ª
®
¬

). Sin embargo los

conjuntos
n©

­
«

1
2
1

ª
®
¬

•©­
«

1
2
0

ª
®
¬

o
•
n©

­
«

1
2
1

ª
®
¬

•©­
«

0
0
1

ª
®
¬

o
y

n©
­
«

1
2
0

ª
®
¬

•©­
«

0
0
1

ª
®
¬

o
s�� son bases de� puesto que generan� y adem�as

son linealmente independientes.

Proposici �on 4.2.Supongamos que� = f®D1•®D2• ” ” ” •®D< ges un sistema de generadores del espacio
vectorial� y que( = f®E1•®E2• ” ” ” •®E=g es un conjunto de vectores de� linealmente independiente.
Entonces< � =”

Demostraci �on. Vamos a demostrar el resultado por reducci�on al absurdo: supondremos que
< Ÿ = y llegaremos a una contradicci�on, con lo que necesariamente tendr�a que ser< � =”

Como� es un sistema generador cualquier vector puede escribirse como combinaci�on lineal
de los elementos de� . En particular

®E1 = _1®D1 ¸ _2®D2 ¸ � � � ¸ _< ®D<

con alguno de los coe€cientes_8 no nulo. Supondremos, por comodidad, que el que no es nulo
es_1 (si fuera otro podr��amos reordenar los vectores en el conjunto para que nos quedara que el
coe€ciente del primero de ellos no sea nulo). As��, podemos despejar

®D1 =
1
_1

®E1 �
_2

_1
®D2 � � � � �

_<

_1
®D<

y resulta que! f®E1•®D2• ” ” ” •®D< g = ! f®D1•®D2• ” ” ” •®D< gy, por tanto, sistema generador de� . Llamemos
� 1 = ! f®E1•®D2• ” ” ” •®D< g.

Como! ¹� 1º = � , en particular,®E2 2 ! ¹� 1º y, por tanto, se puede escribir

®E2 = ` 1®E1 ¸ ` 2®D2 ¸ � � � ¸ `< ®D<

con no todos los coe€cientes nulos. Adem�as, no puede darse que el�unico `8 < 0 seà 1 porque
en ese caso tendr��amos que®E2 = ` 1®E1 y eso no puede ocurrir puesto que estamos asumiendo que
f®E1•®E2ges linealmente independiente. As��, podemos suponer què2 < 0 (como antes, si no fuera
as��, podr��amos reordenar los vectores de modo que sea el segundo el que tiene un coe€ciente no
nulo. Entonces, podemos escribir

®D2 =
` 1

` 2
®E1 �

1
` 2

®E2 �
` 3

` 2
®D3 � � � � �

`<

` 2
®D< •

por lo que� 2 = ! f®E1•®E2•®D3• ” ” ” •®D< g es un sistema de generadores de� ” Razonando de mo-
do similar, cambiando en cada paso®D8 por ®E8 llegaremos a que� < = ! f®E1•®E2•®E3• ” ” ” •®E< g es
un sistema de generadores de� . Ah�� encontramos una contradicci�on puesto que por una par-
te ®E< ¸ 1•®E< ¸ 2• ” ” ” •®E< = ser��an linealmente independientes de®E1• ” ” ” •®E< y por otro generados por
este conjunto de vectores. �

Proposici �on 4.3. Todas las bases de un espacio vectorial� tienen el mismo n�umero de vectores.
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Demostraci �on. Supongamos que tenemos dos bases del espacio� , � 1 = f®D1•®D2• ” ” ” •®D< g y
� 2 = f®E1•®E2• ” ” ” •®E=g. En virtud de la proposici�on anterior, como� 1 es sistema de generadores y
� 2 es linealmente independiente, tiene que ser< � =”

Por otra parte, pensando que� 2 = f®E1•®E2• ” ” ” •®E=g por ser vabse es sistema de generadores y
que� 1 = f®D1•®D2• ” ” ” •®D< ges linealmente independiente concluimos que= � < .

As��, la �unica posibilidad es que< = = y, por tanto, todas las bases constan del mismo n�umero
de vectores. �

Definici �on 4.4. Llamaremosdimensi�onde un espacio vectorial� al n�umero de vectores que
hay en una cualquiera de sus bases.
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Ejercicios propuestos 4.1.

1 Calcula, mediante operaciones elementales, el rango por €las y el rango por columnas de
las siguientes matrices:

a)
©
­
­
­
«

1 2 1 0 0
2 5 1 1 0
3 7 2 2 � 2
4 9 3 � 1 4

ª
®
®
®
¬

b) ©
­
«

1 2 � 2 1
3 6 � 5 4
1 2 0 3

ª
®
¬

2 Determina si los conjuntos siguientes son bases deR4

a)

8>>>><

>>>>
:

©
­
­
­
«

1
0
0
1

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

0
2
0
2

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

1
0
1
1

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

0
2
2
0

ª
®
®
®
¬

•

9>>>>=

>>>>
;

b)

8>>>><

>>>>
:

©
­
­
­
«

1
0
0
1

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

0
2
0
1

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

1
0
1
1

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

0
2
2
0

ª
®
®
®
¬

•

9>>>>=

>>>>
;

3 Determina una base de los subespacios siguientes. Indica su dimensi�on.

a), = f¹ 2B� C•B• C•Bº : B• C2 Rg

b) � = f¹ G1• G2• G3• G4º 2 R4 : 3G1 ¸ 3G2 ¸ 15G3 ¸ 11G4 = 0• G1 � 3G2 ¸ G3 ¸ G4 = 0• 2G1 ¸ 3G2 ¸
11G3 ¸ 8G4 = 0g



LECCI�ON 5

Subespacios, ecuaciones y bases

Hemos probado que el conjunto de soluciones de un sistema homog�eneo es un subespacio
vectorial de un espacioR= puesto que si- 1 y - 2 son soluciones del sistema homog�eneo�- = ®0
y U• V2 R se tiene queU- 1 ¸ V- 2 tambi�en es soluci�on de ese sistema homog�eneo.

Vamos a ver en esta lecci�on c�omo podemos pasar de lasecuacionesde un subespacio a obtener
un sistema de generadores del mismo y al rev�es: dado un sistema de generadores de un subespacio
c�omo conseguir las ecuaciones que lo describen. En el fondo, estas cuestiones est�an relacionadas
con elteorema de Rouch�e-Fr•obenius.

Ejemplo 5.1.Sea� el conjunto de soluciones del sistema

G1 � G2 ¸ G3 ¸ 4G4 = 0
� G1 ¸ 2G2 ¸ G3 � 6G4 = 0

G2 ¸ 2G3 � 2G4 = 0
2G2 ¸ 6G3 ¸ 4G4 = 0

Para describir� vamos a resolver el sistema:

1 � 1 1 4 0
� 1 2 1 � 6 0

0 1 2 � 2 0
2 0 6 4 0

�!
� 2 = � 2 ¸ � 1
� 4 = � 4 � 2� 1

1 � 1 1 4 0
0 1 2 � 2 0
0 1 2 � 2 0
0 2 4 � 4 0

�!
� 3 = � 3 � � 2
� 4 = � 4 � 2� 2

1 � 1 1 4 0
0 1 2 � 2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Podemos tomar como par�ametrosG3 = _• G4 = ` , de dondeG2 = � 2_ ¸ 2` y
G1 = G2 � G3 � 4G4 = � 2_ ¸ 2` � _ � 4` = � 3_ � 2`”

Por tanto,

©
­
­
­
«

G1
G2
G3
G4

ª
®
®
®
¬

=
©
­
­
­
«

� 3_ � 2`
� 2_ ¸ 2`

_
`

ª
®
®
®
¬

= _
©
­
­
­
«

� 3
� 2
1
0

ª
®
®
®
¬

¸ `
©
­
­
­
«

� 2
2
0
1

ª
®
®
®
¬

Eso nos muestra que toda soluci�on del sistema es combinaci�on lineal de los vectores
©
­
­
­
«

� 3
� 2
1
0

ª
®
®
®
¬

y

©
­
­
­
«

� 2
2
0
1

ª
®
®
®
¬

o, en otras palabras, que� = !
n©

­
­
­
«

� 3
� 2
1
0

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

� 2
2
0
1

ª
®
®
®
¬

o
” Adem�as, esos dos vectores forman una base

de� , puesto que son linealmente independientes.

25
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Observaci �on 5.1. El sistema de ecuaciones� ®G= 1
8>>>>><

>>>>>
:

011G1 ¸ 012G2 ¸ � � � ¸ 01=G= = 11

021G1 ¸ 022G2 ¸ � � � ¸ 02=G= = 12

� � �
0< 1G1 ¸ 0< 2G2 ¸ � � � ¸ 0<= G= = 1<

podemos pensarlo como la expresi�on

G1

©
­
­
­
­
­
«

011
021
031
”””

0< 1

ª
®
®
®
®
®
¬

¸ G2

©
­
­
­
­
­
«

012
022
032
”””

0< 2

ª
®
®
®
®
®
¬

¸ G3

©
­
­
­
­
­
«

013
023
033
”””

0< 3

ª
®
®
®
®
®
¬

¸ � � � ¸ G=

©
­
­
­
­
­
«

01=
02=
03=
”””

0<=

ª
®
®
®
®
®
¬

=

©
­
­
­
­
­
«

11
12
13
”””

1<

ª
®
®
®
®
®
¬

En caso de que haya soluci�on,

©
­
­
­
­
­
«

11
12
13
”””

1<

ª
®
®
®
®
®
¬

ser��a combinaci�on lineal de las columnas de la matriz y,

en virtud de la Proposici�on 3.1, el subespacio generado por las columnas de� coincidir��a con el
subespacio generado por las columnas de

� � =

©
­
­
­
­
­
«

011 012 013 � � � 01= 11
021 022 023 � � � 02= 12
031 032 033 � � � 03= 13
”””

”””
”””

”””
”””

”””
0< 1 0< 2 0< 3 � � � 0<= 1<

ª
®
®
®
®
®
¬

•

denominadamatriz ampliaday, por lo tanto,A0=6>¹� º = A0=6>¹� � º.

Por otra parte, si no hay soluci�on,

©
­
­
­
­
­
«

11
12
13
”””

1<

ª
®
®
®
®
®
¬

ser�a linealmente independiente de las columnas de�

y, por tanto,A0=6>¹� � º ¡ A0=6>¹� º.

Adem�as, en el caso de que el sistema sea compatible, el n�umero de par�ametros del que va a
depender la soluci�on es= � A0=6?¹� º”

Acabamos de probar elTeorema de Rouch�e- Frobenius

Teorema A. Dado un sistema de< ecuaciones lineales con= inc�ognitas

8>>>>><

>>>>>
:

011G1 ¸ 012G2 ¸ � � � ¸ 01=G= = 11

021G1 ¸ 022G2 ¸ � � � ¸ 02=G= = 12

� � �
0< 1G1 ¸ 0< 2G2 ¸ � � � ¸ 0<= G= = 1<
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Si los rangos de las matrices de los coe€cientes¹� º y ampliada¹� � º son iguales, el sistema es com-
patible (tiene soluci�on). En ese caso,

si el n�umero de inc�ognitas es igual a dicho rango, ser�a determinado (soluci�on �unica)
si el n�umero de inc�ognitas es mayor que el rango, el sistema es indeterminado (tiene in€nitas
soluciones) y el n�umero de par�ametros de los que depende es= � A0=6>¹� º

Cuando los rangos de las matrices de los coe€cientes y ampliada son distintos, el sistema es
incompatible (no tiene soluci�on).

Proposici �on 5.1. Sea� un subespacio vectorial deR= de dimensi�on: y sea� = f ®E1• ®E2• ” ” ” •®E: g
una base de� . Entonces, para cada®G2 � existen unos n�umeros�unicosG1• G2• ” ” ” • G: tales que

®G= G1 ®E1 ¸ G2 ®E2 ¸ � � � ¸ G: ®E: ”

Demostraci �on. Por ser base, ese conjunto es sistema generador y, por tanto, existen unos
n�umeros�unicosG1• G2• ” ” ” • G: tales que®G= G1 ®E1¸ G2 ®E2¸� � �¸ G: ®E: ”Para probar que esos coe€cientes
no son �unicos, supongamos que®Gse puede expresar de dos formas distintas en funci�on de los
vectores de la base�

®G= G1 ®E1 ¸ G2 ®E2 ¸ � � � ¸ G: ®E: = ~1 ®E1 ¸ ~2 ®E2 ¸ � � � ¸ ~: ®E: ”

De ah�� que

G1 ®E1 ¸ G2 ®E2 ¸ � � � ¸ G: ®E: � ¹ ~1 ®E1 ¸ ~2 ®E2 ¸ � � � ¸ ~: ®E: º = ®0

y, por tanto, que

¹G1 � ~1º ®E1 ¸ ¹ G2 � ~2º ®E2 ¸ � � � ¸ ¹ G: � ~: º ®E: = ®0

es una combinaci�on lineal de elementos de� igualada a®0” Como� es base, es linealmente inde-
pendiente y por tanto los coe€cientes de esa combinaci�on lineal han de ser todos nulos. As��

G1 � ~1 = G2 = ~2 = � � � = G: � ~: = 0

o, equivalentemente,

G1 = ~1• G2 = ~2• ” ” ” • G: = ~: ”

Con lo que, en realidad, solo hay una forma de expresar®Gen la base�” �

Definici �on 5.1.Llamaremoscoordenadasde un vector®Grespecto de una base� = f ®E1• ®E2• ” ” ” •®E: g
a los coe€cientesG1• G2• ” ” ” • G: tales que

®G= G1 ®E1 ¸ G2 ®E2 ¸ � � � ¸ G: ®E: ”

Usaremos la notaci�on

»®G¼� =

©
­
­
­
­
«

G1
G2
”””

G:

ª
®
®
®
®
¬



28 5. SUBESPACIOS, ECUACIONES Y BASES

Ejemplo 5.2.1.- La base can�onica deR= es la base

� 2 =
n

©
­
­
­
­
­
«

1
0
0
”””
0

ª
®
®
®
®
®
¬

•

©
­
­
­
­
­
«

0
1
0
”””
0

ª
®
®
®
®
®
¬

•

©
­
­
­
­
­
«

0
0
1
”””
0

ª
®
®
®
®
®
¬

•� � � •

©
­
­
­
­
­
«

0
0
0
”””
1

ª
®
®
®
®
®
¬

o

Las coordenadas de un vector €jado®G =

©
­
­
­
­
­
«

G1
G2
G3
”””

G=

ª
®
®
®
®
®
¬

coinciden con la expresi�on del vector. Eso es,

»®G¼� 2 =

©
­
­
­
­
­
«

G1
G2
G3
”””

G=

ª
®
®
®
®
®
¬

2.- Consideremos enR3 las bases� 2 =
n©

­
«

1
0
0

ª
®
¬

•©­
«

0
1
0

ª
®
¬

•©­
«

0
0
1

ª
®
¬

o
y � 1 =

n©
­
«

1
1
1

ª
®
¬

•©­
«

1
1
0

ª
®
¬

•©­
«

1
0
0

ª
®
¬

o

Si llamamos®G= ©
­
«

1
0
0

ª
®
¬

, ®~ = ©
­
«

3
2
1

ª
®
¬

, , ®I = ©
­
«

1
0

� 1

ª
®
¬

Se tiene que

»®G¼� 2 = ©
­
«

1
0
0

ª
®
¬

porque®G= 1 � ©
­
«

1
0
0

ª
®
¬

¸ 0 � ©
­
«

0
1
0

ª
®
¬

¸ 0 � ©
­
«

0
0
1

ª
®
¬

»®G¼� 1 = ©
­
«

0
0
1

ª
®
¬

porque®G= 0 � ©
­
«

1
1
1

ª
®
¬

¸ 0 � ©
­
«

1
1
0

ª
®
¬

¸ 1 � ©
­
«

1
0
0

ª
®
¬

»®~¼� 2 = ©
­
«

3
2
1

ª
®
¬

porque®~ = 3 � ©
­
«

1
0
0

ª
®
¬

¸ 2 � ©
­
«

0
1
0

ª
®
¬

¸ 1 � ©
­
«

0
0
1

ª
®
¬

»®~¼� 1 = ©
­
«

1
1
1

ª
®
¬

porque®~ = 1 � ©
­
«

1
1
1

ª
®
¬

¸ 1 � ©
­
«

1
1
0

ª
®
¬

¸ 1 � ©
­
«

1
0
0

ª
®
¬

»®I ¼� 2 = ©
­
«

1
0

� 1

ª
®
¬

porque®I = 1 � ©
­
«

1
0
0

ª
®
¬

¸ 0 � ©
­
«

0
1
0

ª
®
¬

� 1 � ©
­
«

0
0
1

ª
®
¬

»®I ¼� 1 = ©
­
«

� 1
1
1

ª
®
¬

porque®I = � 1 � ©
­
«

1
1
1

ª
®
¬

¸ 1 � ©
­
«

1
1
0

ª
®
¬

¸ 1 � ©
­
«

1
0
0

ª
®
¬
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Ejercicios propuestos 5.1.

1 Determina, en funci�on del par�ametro0 2 R, cu�ando los siguientes sistemas son compati-
bles. En esos casos, resu�elvelos.

a)
3G� ~¸ 2I =3
Ģ ~� I =3

2G� 2~¸ 3I =0
b)

Ģ 0~� I = 1
� Ģ ¹ 0 � 2º~¸ I =� 1
2Ģ 2~¸¹ 0 � 2ºI = 1

2 Para cada uno de los sistemas homog�eneos siguientes, determina una base de su conjunto
de soluciones y expresa la soluci�on general como combinaci�on lineal de esas soluciones b�asicas.

a)
G1¸ 2G2� G3¸ G4¸ G5=0
G1� 2G2¸ 2G3 ¸ G5=0

� G1� 2G2¸ 3G3¸ G4¸ 3G5=0
b)

G1¸ G2� G3¸ 2G4¸ G5=0
G1¸ 2G2� G3¸ G4¸ G5=0

2G1¸ 3G2� G3¸ 2G4¸ G5=0
4G1¸ 5G2� 2G3¸ 5G4¸ 2G5=0

3 Escribe las coordenadas de los vectores dados respecto de las bases dadas:

a) ®E= ©
­
«

1
0

� 1

ª
®
¬

� =
n©

­
«

1
1
1

ª
®
¬

•©­
«

1
1
0

ª
®
¬

•©­
«

0
1
1

ª
®
¬

o

b) ®E= ©
­
«

1
0

� 1

ª
®
¬

� =
n©

­
«

1
1
0

ª
®
¬

•©­
«

1
3
2

ª
®
¬

•©­
«

0
1

� 1

ª
®
¬

o

4 Sea� el subespacio deR4 formado por las soluciones del sistema

2G1¸ G2¸ 7G3� 7G4=0
� 3G1¸ 4G2� 5G3� 6G4=0

G1¸ G2¸ 4G3� 5G4=0

a) Prueba que� =
n©

­
­
­
«

� 3
� 1
1
0

ª
®
®
®
¬

•
©
­
­
­
«

2
3
0
1

ª
®
®
®
¬

o
es una base de� .

b) Comprueba que®E=
©
­
­
­
«

0
7
2
3

ª
®
®
®
¬

2 � ” Calcula las coordenadas de®Erespecto de�• »®E¼� ”
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